Quadratische Korper im Gebiete der hioheren
Kongruenzen. 1.

(Arithmetischer Teil.)

Von
E. Artin in Hamburg.

§ 1.
Einjeitung.

Die Dedekindschen Untersuchungen iiber hohere Kongruenzen®)
legen folgende Erweiterung der Theorie nahe.

Es werde dem Korper K der rationalen Funktionen modulo p die
Funktion VD(t) adjungiert, wo D(#) eine ganze im Sinne Dedekinds
quadratfreie Funktion des Parameters ¢ ist. Der entstehende quadratische
Kérper K (VD (t)) weist dann shnliche Eigenschaften auf wie ein quadra-
tischer Zahlkérper,

So gilt zum Beispiel der Satz iiber eindeutige Zerlegbarkeit der
Ideale in Primideale, der Satz von der Endlichkeit der Klassenzshl, die
Satze iiber die Einheiten.

Zur Klassenzahlformel gelangt man durch Einfithrung der Zeta-
funktionen. Hier li8t sich die Frage nach der Richtigkeit der Riemann-
schen Vermutung in jedem speziellen Fall entscheiden. Eine Durch-
rechnung der ersten Fille — es handelt sich um zirka vierzig Kérper —
ergab stets die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung. Einem
allgemeinen Beweis ihrer Richtigkeit scheinen sich aber noch Schwierig-
keiten &hnlicher Art wie beim Riemannschen [(s) entgegenzustellen,
doch liegen die Verhdltnisse hier insofern klarer und durchsichtiger, als
es sich (im wesentlichen) um ganze rationale Funktionen handelt. Auf
Fragen, die damit im Zusammenhang stehen, werde ich noch zuriickkommen.

Von den sonstigen REigenschaften unserer Zetafunktionen sei noch
hervorgehoben: Sie besitzen eine einfache Funktionalgleichung, welche als
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Folge merkwiirdige Reziprozitéitsbeziehungeri gewisser Charaktersummen
nach sich zieht. Thre Nullstellen stehen in einfachem Zusammenhang
mit den Wurzeln einer algebraischen Gleichung, wodurch eben die Ent-
scheidung fiber die Riemannsche Vermutung geféllt werden kann.

Setzt man die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung fiir alle
Korper voraus, so laBt sich fiir alle p der Nachweis erbringen, dafl es
nur endlich viele imagindre Korper mit einklassigen Geschlechtern gibt.

Endlich sei auch noch anf den Zusammenhang mit einer Arbeit von
Kornblum?), der am Schlusse des zweiten Teils dieser Arbeit hergestellt
wird, hingewiesen. Es gelingt dabei, das Kornblumsche Resultat iber
die Existenz unendlich vieler Primfunktionen in arithmetischen Pro-
gressionen wesentlich zu verschirfen.

Bemerkt sei noch, daB ich der kiirzeren Bezeichnung halber einige
im Gebiete der Zahlen verwendete Symbole sinngemif auf die Funktionen
(mod p) iibertragen habe. Dies rechtfertigt sich auch schon dadurch, daf
dann die Analogie unserer Resultate mit denen in ZahlkGrpern deutlicher
zutage tritt. Eine Verwechslung ist dabei wohl nicht zu befiirchten, da
die Symbole nur gemaf unserer Definition verwendet werden.

§ 2.
Erste Erweiterung des Rechengebiefes.

Nach Dedekind heien zwei Funktionen F, ()= g,a, und
F,(t)= Z’b t” kongruent modulo p, in Zeichen

F, ()= F, (¢) (mod p),
wenn fiir alle » gilt
a, = b, (mod p).
Dabei bedeutet p eine in den ganzen Entwicklungen festgehaltene

Primzahl.
Wir wollen in diesem Falle die Funktionen und Zahlen direkt ,,gleich**

nennen und also einfach schreiben
F,(t)=F,(t), wenn a,=2b,.
Von Vielfachen von p ist hierbei eben abgesehen.

Ferner verstehen wir, wenn @< 0 (d. h. nach der vorigen Fest-
setzung a==0 (mod p)), unter ﬁ eine Zahl z, fiir welche az =1b ist
(d. b. wieder @z == b (mod p)) um Beispiel ist, Wenn p ungerade, unter
der hauﬁg suftretenden Zahl 5 die ganze Zahl p

%) Mathem. Zeitschr. 5 (1919), S. 100.
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Nun lassen wir — und darin besteht unsere Erweiterung — auch
negative Potenzen von # in endlicher oder unendlicher Anzahl zu. Wir
betrachten also Funktionen der Form

F(t) =ﬁa,, ' =a,t"+a, _ " ... (n%e),
wobei wieder zwei Funktionen ,,gleich* sein sollen, wenn die Koeffizienten
entsprechender - Potenzen ,,gleich® sind.

Man beachte, daB dem Buchstaben ¢ keinerlei numerische Bedeutung
zukommt, und er lediglich als Rechensymbol zu betrachten ist, so da8
im Falle unendlich vieler negativer Potenzen von # der Konvergenzfrage
keinerlei Bedeutung zukommt. Da er ferner im allgemeinen derselbe
bleibt, unterdriicken wir kimftighin seine Bezeichnung, schreiben also kurz

Fstatt F(t).

Zahlen mogen stets mit kleinen lateinischen Buchstaben und den all-
gemein iiblichen Summationsbuchstaben u, » bezeichnet werden, alle
iibrigen Buchstaben seien den Funktionen vorbehalten.
n
Sei nun F = Y a,t’, wobei a,= 0 vorausgesetzt sei.

= -0

F heile gan;, wenn die Koeffizienten aller negativen Potenzen von ¢
verschwinden, wenn es also eine Funktion im Dedekindschen Sinne ist.

Ferner heiBe fiir ganzes und nicht ganzes F':

1. Wie bei Dedekind, » der Grad von F.

2. Die Zahl p™ der ,Betrag” | F|=p" von F. Diese Bezeichnung
wird sich in der Folge rechtfertigen. Fir jetzt sei nur bemerkt, dafl im
Falle eines ganzen F die Zahl p" = F 6 die Anzahl der Restklassen der
ganzen Funktionen modulo F ist. In der Dedekindschen Bezeichnung
(modd p, F (¢)). Fiix von Null verschiedene Zahlen ¢ gilt dann |a|=1.
Ferner werde [0|=0 gesetzt.

3. Der Koeffizient a, der hochsten Potenz von ¢, der schon bei

Dedekind die Rolle des ,,Vorzeichens® von F spielt, werde mit
a,=sgn F

bezeichnet. Diese Definition hat natiirlich nur einen Sinn, wenn F = 0

ist, d. h. wenn es nichtverschwindende Koeffizienten {iberhaupt gibt. Dann

ist sgn F == 0.

4. Mit Dedekind nennen wir die von Null verschiedenen Zahlen
1,2,...,(p— 1) die rationalen Einheiten, da sie in unserem Sinne Teiler
der Eins sind.

5. Wenn sgn F =1 ist, heile F primir. (Es entspricht dies un-

gefdhr den positiven Zahlen.)
11*
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Fiir unsere Symbole gelten nun ersichtlich die gewii}inlichen Rechen-
regeln:
|\ F@ = F|-iG,
sgn (FQ)=sgn F-sgn G.
Wir erwihnen noch die folgenden hiufig zur Verwendung gelangenden
Regeln:
1. Wenn F|<'@|, so ist
IF+@]=la,.
Hier hat ja F auf den Grad des Resultats keinen Einfluf. Ebenso
gilt unter der gleichen Voraussetzung

sgn (F -+ G)=sgn e}
2. Wenn |F =|@Q} und sgn F -}-sgn @ = 0 ist, gilt

F4+G = F = @
und
sgn (F -+ G)=sgn F +sgn G.

3. Wenn | F|= |G| und sgn F - sgn @ = 0 ist, haben wir
ZF+GI< fFEziG('

Der Beweis dieser Sitze folgt unmittelbar aus Gradbetrachtungen.

Das Rechnen mit Grenzwerten erhalten wir durch folgende Definstion :

Eine Folge von Funktionen F, ,F,, F,, ... konvergiert gegen einen
Grenzwert, in Zeichen F = lim F,, wenn sich nach Vorgabe eines be-

r=w

liebig kleinen positiven ¢ ein » so finden 148¢, daB fir alle »>n gilt
F,—F <.
Das heifit ein beliebig gegebener Abschnitt von F kommt von einer
Stelle # ab in allen ¥, vor.
Ersichtlich ist hierfiir notwendig und hinreichend, wenn eine Stelle n
existiert, so daB fir u,» > n gilt
'F,—F, Le.

Aus dem Grenzwertbegriff folgt unmittelbar der Begriff der Kon-
vergenz und der Summe einer unendlichen Reihe
SF,.
=0
Sie konvergiert und hat die Summe §, wenn § = lim §, existiert, wo

n=«x

8, —SF,

»=0
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Fiir die Konvergenz ist notwendig und hinreichend, da fiir alle ge-
niigend grofen x und v > u die Betrige der Ausschnitte F,+ F, 1+ ... + F,
beliebig klein werden.

Da nun einerseits die Betrige dieser Ausschnitte nach unseren Rechen-
regeln die der einzelnen Glieder nie iiberschreiten kénnen und andererseits
als Ausschnitte fiir u =1 die einzelnen Glieder selbst auftreten, erhalten
wir das einfache Konvergenzkriterium :

Fir die Konvergenz der unendlichen Reihe (1) ist notwendig und

hinreichend, daf}
m|F,|=0.

Insbesondere erhalten wir fiir ,, Potenzreihen
___5_,; a, F’,
deren Koeffizienten Zahlen sind, dafl sie sicher konvergieren fiir
FiLp-

Denn dann ist:
a,F" <p-, also lim g F =0.

Ebenso leicht erhalten wir die Resultate:

Jede konvergente Reihe konvergiert unbedingt, d. h. ihre Glieder
konnen beliebig vertauscht werden.

Fir das Produkt zweier konvergenter Reihen gilt die Cauchysche
Produktregel.

Definition. Wenn G <=0 ist, verstehen wir unter H = g
Funktion, fiir welche HG = F ist.
Um die Existenz einer solchen Funktion nachzuweisen, sei
G=a,t"+a, t*r*+. . . =qt"(1—D),

wobei @, 0 vorausgesetzt wird. Hier ist

eine

I S T .., also @'Lp-i.
ay a, -
Demnach konvergiert
L
»=0

und es ist
1—B)> &= V&' — 3" —1.

»=0 y=0 v=1
Setzen wir also
@€
- -8 4
Hzanit WP 307,

»=0
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so gilt HG —=F. Also ist H eine Funktion der gesuchten Art. Aus

AB=0 und 4 <0 folgt aber durch Betrachtung der Betrige B = 0.

Wire also H, eine zweite Funktion, fir die H,G = F ist, so wére
(H—H,)@=0. Wegen G =0 folgt H=H, Also ist H=§ ein-
deutig bestimmt.

Aus

folgt die Rechenregel

>F1__ EF'
@' =7e
und analog ist
n*ﬁ_’___sgnF
58 G sgn@

Endlich definieren wir:

Definition. Alle Funktionen, die sich als Quotient zweier ganzer
Funktionen darstellen lassen, heien rational, alle iibrigen irrational.

§ 3.

Quadratische Gleichungen und Imaginire.

Fiir das Weitere beschrinken wir uns auf ungerade Primzahlmoduln p.
Wir untersuchen nun die quadratische Gleichung

X:=4.

Wir erkennen leicht, daB diese Gleichung keine unserem bisherigen
Rechengebiete angehérige Losung haben kann, wenn

1. 4 ungeraden Grad hat, oder

2. sgn A quadratischer Nichtrest modulo p ist.

Wenn dagegen A von geradem Grade und sgn 4 =a” ein quadra-
tischer Rest ist, hat unsere Gleichung stets genau zwei nur durch das
Vorzeichen verschiedene Losungen. Denn dann hat 4 die Form

1=a "t a,, " ... =a " (1 D),
wobei
ap—-1 ,~1 , Qap—2a -2 , . -
¢=-—£—§wt —-}‘T:;t e ey also @:ég} 1,
Nun ist
(g)_;.gmg-)...(;wn)w (=11 1.35...(2»—3)
v/ o - 9 »1
oder

’

/g)* —n"t /2y~2>_ {-1}"*1.(21,_2\
14 -_—’?:é;:ﬁ;—}.)‘\\ » - 227—-1,’, »—1 )'
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Aus der letzten Gleichheit geht, da (» — 1) und » zueinander prim
sind, hervor, da im Nenner von (f) nur Potenzen von 2 auftreten kénnen.

Da wir die Primzahl p als ungerade voraussetzen (der Grund dafiir ist
das soeben festgestellte Verhalten), kénnen wir } durch die ganze Zahl
H

g;;j ersetzen. Die so entstehende ganze Zahl (,,) gehoreht dann den-

selben Gesetzen wie das gewGhnliche Symbol, falls nur die Gleichheits-
zeichen in unserem Sinne als Kongruenzen gelesen werden.
Demnach ist das Quadrat der nach dem Fritheren wegen '®: < p-—!
konvergenten Potenzreihe
()
y=0
(nach der Cauchyschen Regel berechnet) gleich 1@, da dies im ge-
wohnlichen Zahlgebiet der Fall ist.
Die Funktion

x=aty ()&
»=0

ist also eine Losung von X = 4. Wire noch X;= 4, so hitten wir
X®— X{=0 oder (X+X,)(X — X,) = 0, somit entweder X =X, oder
X=—X,.

Wir schreiben VA = X, wo das Vorzeichen noch beliebig wahlbar
ist, und nennen V4 in diesem Falle reell.

Um das Symbol V4 auch in den ausgeschlossenen, ,,imaginiren
Fillen zu definieren, gehen wir so vor:

Sei ¢ eine primitive Kongruenzwurzel modulo p, die im weiteren
Verlaufe festgehalten werde.

Wir fithren nun die beiden ,,Imaginiren* Vg und V¢ ein und be-
trachten Funktionen der Art:

1. 4+ BVy,
2. A+ BV,
3. A+ BVgt.

Unter Aufrechterhaltung der formalen Rechenregeln fiir Addition und
Multiplikation setzen wir fest, daB 4 - BV¢=C -+ DV¢ dann und nur
dann zutrifit, wenn 4 =C und B=D ist. Analog in den ibrigen
Fillen. Mit den drei Arten werde aber nicht simultan gerechnet. Man

iiberzeugt sich leicht, daB die Aufrechterhaltung der Rechenregeln auf
keinen Widerspruch fithrt, und dal aus dem Verschwinden eines Produktbes
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auf das Verschwinden eines der Faktoren geschlossen werden darf. In
der Tat, wird die Imagindre mit ¢ bezeichnet, so folgt aus
(A-+4B)(C+iD)y=0 auch (4 —1¢B)(C—iD)=0,
also
(A —i*B*(0*—i*D*) =0.

Ist nun A +:B <=0 s das heilt velﬁehwinden A und B nicht gleich-
zeitig, so sind fiir ¢= V¢ oder ¢= Vgt die Grade von A® und ;°B’
sicher verschieden (gerade und ungerade), fiir ¢ = Vg sicher die ,,Signa“.
Also ist auch A°—i*B*4 0. Somit C*—i"D"=0. Nach dem eben
Gezeigten geht dies nur, wenn C =D =0, also C iD= 0 ist.

Von der Moglichkeit und Eindeutigkeit der Division iiberzeugt man
sich ebenfalls sofort durch ,, Rationalmachen des Nenners.

Fiir die beiden ausgeschlossenen Fille ergibt nun eine einfache Be-
trachtung folgende Méglichkeiten:

1. V? ist reell = V4,
7. .
. V—[ ist reell =V4,,
T -
8. ]/;ﬁ ist reell = V4,.

Es ist hier der Ort darauf hinzuweisen, daB es oft zweckmaBig ist,
den Parameter ¢ einer linearen Transformation der Form #, = a¢ b zu
unterwerfen. Durch diese wird offenbar keine zahlentheoretische Eigen-
schaft unserer Funktionen geindert und doch manche Vereinfachung er-
zielt. So laBt sich zum Beispiel durch #, = g Fall 8 auf Fall 2 zuriick-
fithren, so daB es geniigte, die Diskussionen fiir die ersten beiden Fille
durchzufithren. Wir werden gelegentlich von diesen Lineartransformationen
Gebrauch zu machen haben.

Die Losungen von X“= A lassen sich also in vier Klassen teilen
(V4, bedeute eine reelle Wurzel):

1. V4 reell, T8 VA=Vt-V4,,
2. V4 =Vg-V4,, 4. VA =Vgt-Vd,,
wobei Fall 3 und 4 nicht wesentlich verschieden sind.
Fiir die Losung der quadratischen Gleichung
AX*+BX+C=0 (4 +0)
ergibt sich nun in bekannter Weise

~B+VB'—44C _—Biya

X = 34 =T384
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§ 4.
Quadratische Korper.

In der zuletzt aufgestellten quadratischen Gleichung mogen nun
A, B, C ganze Funktionen sein. Zerlegen wir 4= B*— 4 AC in seine
Primfaktoren, so kénnen wir 4 in die Form sefzen

4=M".D,
wo D quadratfrei ist und iiberdies entweder sgn D =1 oder sgn D =g.
(Indem na@mlich ein quadratischer Rest zu M gezogen wird.)
Dann ist VA4 = M.-VD. Man erkennt leicht, daB VD nur im Falle
D=1, den wir weiterhin als trivial ansschlieBen, reell und rational ist.
Die Losung unserer Gleichung hat dann die Form

—B + M\D

X = 24

Funktionen dieser Form nennen wir quadratische Irrationalititen und
zwar reell oder imaginir, je nachdem VD reell oder imaginir ist.

Die Gesamtheit aller rationalen Funktionen modulo 9 bildet nun
offenbar einen Kérper K.

Wir untersuchen nun den Korper £, der durch Adjunktion einer
quadratischen Irrationalitit zu K entsteht. Diese Adjunktion kann offenbar
ersetzt werden durch Adjunktion von VD. Wir definieren also (Vor-
zeichen von VD beliebig fest gewihlt):

Ist D=1 eine ganze quadratireie Funktion modp und sgnD =1
oder g, so entsteht der , quadratische Kérper® £ = K (VD) durch Ad-
junktion von VD zum Kérper K. Der Korper heiBt reell oder imaginir,
je nachdem ob VD reell oder imaginir ist.

Die Funktionen des Korpers K (VD) lassen sich darstellen in der
Form

«=A '}L B Vﬁ B
wo A und B rational sind.
Sie lassen sich auch nur auf eine Weise so darstellen, denn aus
C

A-+~BYD=C-+ EVD wirde im Falle B+ E folgen Vﬁ—:;-:?, 50

daB VD reell rational wire. Aus B = E folgt aber wieder 4 = C.
« geniigt der Gleichung )

«*—24a+4(A°— DB*)=0.
Die zweite Wurzel dieser Gleichung
«=A4— BYVD
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heifit die zu « konjugierte Funktion. Endlich heiBt ««’ die Norm von «:
N(e)=eaa’=A"— B*D.
Definition. Eine Funktion « des Korpers Q = K (VD) heiBt ,,ganz*,
wenn sie einer Gleichung
«?+ A e+ A4,=0
mit ganz rationalem 4, und 4, geniigt.
Es gilt der Satz:
Wenn « ganz und rational ist, so ist es ganz rational. Denn aus
@ = —g, wo F und @ prim sind, folgt
F’+AQGF +4,6°=0.
Also muB F® durch @ teilbar sein, was nur geht, wenn G eine
rationale Einheit ist. Dann ist aber « ganz rational.
Wenn aber ¢ ganz und nicht rational ist, kann es nur einer quadra-
tischen Gleichung der Form
e’ A et A4,=0
geniigen. Denn aus
«*+ Bt B,=0
(4, — B,)a+ (4,— B,) =0,
was nur fiir 4, = B, richtig sein kann, da sonst « doch rational wire.
Aus A4, = B, folgt aber 4, = B,.
Gehen wir nun auf die Darstellung « = A - BYD und die zugehorige
Gleichung

folgte

¢*~2A4a -+ (A2~ DB*)=0
zuriick, so finden wir, wenn ¢ rational ist, B=0, also 4 ganz.

Wenn aber « nicht rational ist, mufl die hingeschriebene Gleichung,
da es dann nur eine dieser Form gibt, ganze rationale Koeffizienten haben.
Es ist also 24 und demnach 4 ganz. Ferner ist A® — DB®, also auch
DB’ ganz.

Wire nun B nicht ganz, so bestiinde sein Nenner aus mindestens
einem Primfaktor, der im Nenner von B® quadratisch vorkime und sich
gegen D nicht heben konnte, da D nur einfache Primfakforen besitzt.
Also wire D B® auch nicht ganz.

Ist umgekehrt A und B ganz, so ist ersichtlich « = 4 - BYD ganz.

Wir haben also:

Satz. Alle Ngﬂanz nzen Funktionen des K. oggers lassen sich in der Form

‘*s.»—-wwm by
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Definition. Jedes Paar w,, w, von ganzen Funktionen des Korpers
heifit eine Basis, wenn sich alle ganzen Funktionen von £ in der Form
X w, + Y w, darstellen lassen.

Dann kénnen wir also sagen:

Das Funktionspaar 1, VD bildet eine Basis.
Durch ein gleiches Verfahren wie in Zahlkorpern beweist man:

Jede Basis des Korpers hat die Form:

@y =4, + AQVB}, wo ;A,‘A? | =a ist.
w, = B, -+ B,VD ' B, B,
Dabei ist 4., 4,, B,, B, ganz rational und a eine rationale Einheit.

Aus dem Multiplikationstheorem fiir Determinanten folgt sofort, wenn
w;, o] die Konjugierten der Basis o,, w, sind:

Rl a2D,, wo a, eine Einheit ist.
‘o 0]

Man kann ersichtlich die Basis so wihlen, daB a} ein beliebiger
Rest, zum Beispiel 1 wird.

Aus diesem Grunde heifft D die Diskriminante des Kérpers K (VD).

Aus der Basisdarstellung ergibt sich sofort, das Summe, Differenz
und Produkt ganzer Funktionen aus £ wieder ganz sind, daB mit « auch
¢’ ganz ist, und daB N («) ganz rational ist.

Definition. Eine ganze Funktion « heift teilbar durch die ganze
Funktion §, wenn sich ein y (ganz) finden 1a8t, so dal «=fy ist.
# heift auch Teiler von «.

Definition. Jeder Teiler der 1 heift Einheit des Kérpers.

Zu den Einheiten gehoren also z. B. die rationalen Einheiten
1,2,8,...,(p— 1), die wir auch triviale Einheiten nennen wollen.

Es gilt der Satz:

Eine ganze Funktion ¢ ist dann und nur dann Einheit, wenn N (&)
eine triviale Einheit ist.

Beweis. Aus N (¢)=a =& folgt ¢'=

5:—. Es ist alsc% und somit

-i— ganz, d. h. ¢ eine Einheit.

Sei umgekehrt ¢ eine Einheit und ¢, —-—:i—, also £¢, = 1. Dann ist
anch &'¢/ =1, also N(e)-N(¢)=1. Die einzigen ganzen rationalen
Teiler von 1 sind aber die trivialen Einheiten, so da8 N (¢)=a ist.

Ferner gilt ersichtlich:

Mit ¢ ist auch %’ & und ;1—, eine Einheit.
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Das Produkt zweier Einheiten ist selbst eine Einheit.

Definition. Zwei wechselseitig durcheinander teilbare ganze Funk-
tionen « und S heiflen assoziiert.
[£4
‘ 3
heiten. Alle zu « assoziierten Funktionen sind also § = c«, wo ¢ irgend-
eine Korpereinheit ist.

Insbesondere sind alle Einheiten untereinander und mit 1 assoziiert.

Dann sind also die beiden Quotienten — und g ganz, sind also Hin-

§ 5.
Die Ideale.

Definition. Ein System ganzer Funktionen von K (VD) heiBt ein
Ideal, wenn mit den Funktionen ¢, und «, auch y, &, + y,«, zum Ideal
gehort, wobei y,7, beliebige Funktionen des Kérpers sind.

Satz. In jedem Ideal a gibt es eine Basis. Darunter ist ein
Funktionspaar w,, w, zu verstehen, so daf man durch Xw, + Y w, alle
Funktionen des Ideals und nur diese erhilt, falls X und Y alle ganzen
rationalen Funktionen durchlaufen.

Beweis. Ist « eine Funktion aus a, so ist auch ¢’-a = N(«) eine
Funktion des Ideals. Im Tdeal gibt es also ganze rationale Funktionen.
T sei der groBte gemeinsame Teiler aller ganz rationalen Funktionen
aus a. Da dieser durch passende lineare Zusammensetzung erhalten
werden kann, gehdrt er selbst dem Ideale an. Ebenso sei R-+SVD
jene Idealfunktion, fiir die 8 der groBte gemeinsame Teiler der Koeffizienten
von VD in den Idealfunktionen ist. Dann ist

o, =T, w,=R-+8VD
eine Basis des Ideals. B
Denn wenn « = A + BVD zu a gehort, ist jedenfalls B durch S
teilbar: B=Y 8. Mit « gehort auch « — Yw, =4 — Y R dem Ideale

an. Als ganze ravionale Funktion von a ist sie durch 7 teilbar:
«—Yw,=XT. Demnach ist

e=Xo,+ Y w,.

Es ist also o,, @, eine Basis.
Gleichzeitig haben wir erkannt, daB die Basis stets in der speziellen
Form
o,=T, w,=R-8SVD
wihlbar ist.
Man erkennt auch leichs, dal | R] < |7'! angenommen werden darf.
Diese Form der Basis nennen wir die adapifierte. T und S sind in ihr
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bis auf triviale Einheiten als Faktor eindeutig bestimmt. Nimm$ man
die Bedingung | R| < |7 hinzu, so ist mit der Wahl von 8 auch R ein-
deutig festgelegt. Denn wenn R -+ SVD und R, + 8VD dem Ideal an-
gehoren mit |R. < |7 und (R, |<|!T|, so gehdrt auch R — R, dem
Ideal an und ist durch 7' teilbar. Da |R— R, < |T. ist, muB
R =R, sein.

Wir beweisen nun den

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da$
o=T, w,—R-+8VD die Basis eines Ideals bildet, lautet: Es
muf gelten

7—208, R=BS, 2 P—2a,
wo A, B,C ganze rationale Funktionen sind. Die Basis hat also die Form
o, =208, ©,=8(B+VD), wo D==B"—44C,

und umgekehrt ist dann w,, w, Basis eines Ideals.
Beweis: 1. Mit w, = 7' gehért auch w, VD=TVD zum Ideal,
muf sich also durch die Basis darstellen lassen:

TVD=w, X + 0, Y=7"X--RY +8YVD.
Also:
T=8Y oder, Y =2C gesetzt, T=2CS.

Nun mufl sein

TX+RY =0,
oder nach dem eben gezeigten
SYX +RY =0.
Da 740, also ¥ == 0 ist, mul} sein
R= —8X oder, X = — B gesetzt, R—= BS.
Mit w, = S (B + VD) gehort auch w,(B — »/15;;— 8(B* — D) zum

Ideal. Es muB durch 7'= 2C 8 teilbar sein, also ist 2—59 ganz. Unsere

Bedingungen sind also notwendig.
2. Da die Bedingungen hinreichen, zeigen wir so. Sei

w,=2C8, w,=8(B+VD) und B°—D=4AC.

Die Menge der Funktionen y, w, +7,w,, wo y, und y, irgendwelche
ganze Funktionen ans K (VTJ) sind, bilden offenbar ein Ideal a. Jede
Zahl ¢ aus a hat die Form



166 E. Artin.

¢=(X+YVD)ow,+ (X, + Y, VD)o,
=S8(20X +BX,+ Y,D)+8(20Y + BY, - X,)VD
=8(2CX+BX,+Y,D—20BY — B’Y, — BX,)
+8(2C0Y +BY,+ X,)-(B+ VD)
=208(X —24Y,~BY)+(2CY+ BY,-X,)-8(B + VD)
=X, 0,+Y,w0,,
wo X, und Y, ganz rational sind. w,, w, sind also eine Basis von g.

Die Basis eines jeden Ideals hat also (wenn sie adaptiert ist) die
Form w,=2C8, w2=S-(B+VB), wo D=B*—-4A4C ist. C und S
sind dabei bis auf triviale Einheitsfaktoren bestimmt. Nimmt man noch
B, < |C]| hinzu, so ist auch B vollkommen eindeutig festgelegt.

Satz. Die ganzen rationalen Funktionen 4, B, C haben keinen ge-
meinsamen Teiler.

Es folgt dies aus D = B® — 4 AC und deraus, daB D keinen quadra-
tischen Teiler hat. Denn einen solchen miifite es geben, wenn ein ge-
meinsamer Primfaktor von A und € auch in B aufginge.

Wenn ein Ideal a aus den Funktionen «, «,, ..., «, so gebildet ist,
dafB jede Funktion « aus a die Form

=201 Aty +...+ 4,&, (i ganze Korperfunktionen)

hat, und umgekehrt jede Funktion dieser Form zu a gehdrt, so schreiben

wir:
a=(a,t,...,a,).

Ersichtlich gilt, wenn w,, w, eine Basis ist,
a={(w,, w,).

Jedes Ideal 1438t sich also durch hichstens zwei Funktionen aufbauen.

Aus jeder ganzen Funktion « bilden wir das Ideal (), bestehend
aus der Gesamtheit aller durch « teilbaren Funktionen von K (VD). Diese
Ideale heifen Hauptideale.

Insbesondere ist das System aller ganzen Funktionen des Kérpers
ein Hauptideal, das Hauptideal (1).

Wir erkennen wieder, dafl assoziierte Funktionen und nur diese das-
selbe Hauptideal erzeugen. Aus diesem Grunde lassen wir oft bei Haupt-
idealen die Klammern weg und schreiben kurz « statt («).

Von den Basen eines Ideals zeigt man leicht:

Satz. Sind o, w, und ©F, oF zwei Basen des Ideals a, so ist

mit =q,

wf=A4,0,+ Agwa\} . 4,4,
w3 =B, 0, + B, j B, B,

wo g eine Einheit ist.
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} 2
Dies hat zur Folge, dal , @1 @ " bis auf einen quadratischen Rest
8 L) w; 4
L @y Wy

als Faktor von der Wahl der Basis unabhingig ist und nur vom Ideal
abhingt. Die adaptierte Basis ergibt dafiir den Wert (4C8°)°D. Wir

konnen also setzen
W, @ 2 a
20w,
i wl (5

wo a? ein quadratischer Rest und Na ganz rational primér ist.

_Na heit die Norm des Ideals a, ihr Betrag [Na! die absolute
Norm.
Fir Na ergibt die adaptierte Basis den Wert

Na=a,-CS%,
wo a, eine passende rationale Einheit ist; und zwar wird, da sgn N a =1 ist,
_ o8
sgn CS°°

Definition. Sind a und b zwei Ideale, so ist die Menge der Funk-
tionen Xy-¢fB, wo « und B Funktionen von a bzw. b, y aber beliebige
Kérperfunktionen sind, ein Ideal ¢, welches das Produkt von g und b
genannt werde:

¢=ab.

Es gilt, wie man leicht erkennt,
ab=>0ba und (ab)c=a(bc).
Fiir Hauptideale findet man
(«)-(B) =(«B)
(“)'(ﬁl’ Bas-vos n) r“(“ﬁu “1&2’ T “ﬁn)'
a-(1)y=a.
Endlich gilt, wenn a = (&, @,) und b = (8,, B,) ist,
a-b={(e B, & Bar @y Bys @ Br)-

Definition. FErsetzt man in einem Ideal a alle Funktionen durch
ihre Konjugierten, so entsteht wieder ein Ideal a’, welches das zu a kon-
jugierte Ideal genannt werde.

Ist w,, w, eine Basis von a, so ist wj, w; eine Basis von a'.

Das konjugierte Ideal zu ab ist a’b’.

Endlich: Ist a = (e, 8), so ist a’= (<, p’).

Definition. Ein mit seinem konjugierten identisches Ideal, fiir
welches also a = a’ ist, heifit ambiges Ideal.

und

Also 1st
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Satz. Es ist a-a’=(Na) also ein Hauptideal.
Beweils. Sei

0, =208, w,=8(B+VD), D—=B"—44C
die adaptierte Basis von a. Dann ist:
a-a’= (208, 8(B+VD)-(2C8, 8(B— VD))
=(8%)(2¢C, B+VD)(2C, B— VD)
=(8%)(4C"%, 2CB+20VD,2CB—-2CVD, B~ D)
=(8%)(C% OB, AC,CVD)
=(C-8%)-(4, B, C, VD).
Da nun A4, B, C keinen gemeinsamen Teiler haben, kommt im letzten
Ideal (1) vor. Es ist also
a-a'=(C-8%)-(1)=(Na).
Hieraus folgern wir:
Satz. Die Norm des Produktes zweier Ideale ist gleich dem Produkt
ihrer Normen. Denn es ist
(N (ab))=(ab)-(ab)'=aa’-65'= (N (a)-N (b)).

Daher ist N (ab) assoziiert mit Na-Nb. Da beide rational und primir
sind, gilt also
N (ab)=Na-Nb.
Ebenso erhalt man:
Satz. Die Norm eines Hauptideals ist, bis auf eine triviale Einheit
als Faktor, gleich der Norm der zugehorigen Funktion.

Wie man sieht, laufen die Schliisse denen im Zahlkdrper vollkommen

parallel. Es wird also geniigen, die weiteren Definitionen und Sitze an-
zufithren.

Definition. Ist ¢ eine Funktion des Ideals a, so schreiben wir
« = 0(mod a).
Ebenso besagt
« = f(moda),
dafl « — B eine Funktion aus a ist.
Satz I. Aus (y)-a=(y)-b folgt a=D5.
Satz IL. Aws a-c=D5-¢ folgt a=b.
Definitionen. 1. Ist a="bc, so heift a teilbar durch 5 und b
ein Teiler von a.
2. Ein Ideal, welches nur durch (1) und sich selbst teilbar ist, heifit
Primideal. (Dabei soll es von (1) verschieden sein.)
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Weiter haben wir die Sitze:

IIT. Ist b Teiler von q und & = 0 (mod a), so gilt auch ¢ = 0 (mod b).

IV. Ein Ideal a hat nur endlich viele Teiler.

V. Wenn fiir jede Funktion g des Ideals b gilt § = 0 (mod a), so ist b
durch q teilbar, und umgekehrt. Insbesondere heiBt also & =0 (moda):
Das Hauptideal («) ist durch a teilbar.

VI. Sind a und b zwei Ideale, so hat das ¥deal b, welches durch
Vereinigung der Funktionen von a und b gebildet ist, alle Eigenschaften
des groBten gemeinsamen Teilers von a und b und ist durch diese ein-
deutig bestimmt. Es heilt deshalb auch der grofite gemeinsame Teiler
von a und b: d=/{(a,b).

Wenn (a, b)==(1) ist, heiBen die Ideale a und b relativ prim. Dann
gibt es also aus a und b je eine Funktion & und g so, daB « + g =1 ist.

VII. Wenn das Produkt ab zweier Ideale durch das Primideal p
teilbar ist, mufl einer der Faktoren durch p teilbar sein.

Nunmebr kann der Hauptsatz iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung
in Primideale leicht erschlossen werden.

Satz. Jedes Ideal a laBt sich auf eine, und bis auf die Anordnung
auch nur auf eine Weise in Primideale zerlegen,

Beweis. Wenn q nicht selbst Primideal ist, 148t es sich als Produkt
zweier Ideale darstellen. Auf diese werde die Betrachtung erneut ange-
wendet. Nach IV muBl dies einmal abbrechen, wodurch man die ge-
wiinschte Zerlegung erhilt: .

Q=P P Py
Aus VII erschlieBt man die Identitit zweier gegebener Zerlegungen.

§ 6.

Primideale.

Satz. Jedes Primideal p geht in einer und nur einer rationalen
Primfunktion P auf. (Gemeint ist natiirlich das Hauptideal (P).)

Beweis. Da pp’= Np ist, erkennen wir, wenn Np=P, P, ... P,
die Zerlegung von Np in Primfunktionen ist, aus pp’=P,P,... P,
daB p in wenigstens einer der Primfunktionen rechterband aufgeht.

Ist andrerseits P=0(modp) und @ =0(modp), wo P und @
verschiedene Primfunktionen sind, so ist auch 1 Funktion wvon p, da ja
P und @ relativ prim sind. Das geht nicht.

Um alle Primideale zn erhalten, geniigt es also alle primdren Prim-

fanktionen P zu zerlegen.
Mathematische Zeitschritt, XIX 12
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Es gehe p auf in P:
P= p-a,
also
N(@P)=P'=Nyp-Na.
Es kann also nur entweder Np = P oder Np = P? sein.
Sei nun w, =208, w,= 8(B+ VD) eine Basis von p, wobei C
und S primér sind. Dann gilt
Np=0C8~
1. Die Kongruenz X°= D (mod P) sei unlésbar. Dann kann C
nicht den Wert P haben, da ja fiir alle B:(B*— D) durch P nicht teil-
bar ist. Wegen C8° = P oder P muBalso ¢ =1 und § = P sein, also
Np =P’ Da man |B| < |C| annehmen kann, ist B =0, also
p=(2P, PYD)=(P)-(1,VD)=(P).
P ist also unzerlegbar, somit selbst Primideal.
2. Es sei die Kongruenz X °= D (mod P) lésbar.
a) P sei prim zu D; B eine Losung der Kongruenz. Dann ist auch

B prim zu P. Wir bilden das Ideal p mit der Basis o, = P, w,= B +VD,

wo also § =1, 2C = P ist. Das geht, da BEO—Q——E—PD ganz ist. Es

ist dann
p=(P,B+VD), yp'={P,B—VD), Np=P.

Wegen Np =P ist p sicher ein Primideal, und zwar ist Np =pp'=P
Ferner ist p und p’ verschieden, denn ihr grofter gemeinsamer Teiler ist
(P,B+VD,B—VD)=(P,B VD)=(1).

P ist dann also das Produkt zweier verschiedener Primideale p und p’,

deren Norm P ist.

b) P sei ein Teiler von D, also D=PD', wo D' prim zu P ist,
da D keine quadratischen Teiler enthilt. Wir bilden das Ideal p mit
der Basis w,= P, w,=VD, so daB also §=1, 20 =P, B=0 ist.
BZOD = — % = D’ ganz. Wir haben

p=(P,VD)=y', Ny=P=pp'=p*

Es ist also p ein Primideal und sein Quadrat gleich P.

Fihren wir mit Dedekind das Symbol {%l:in (analog zum

Legendreschen, welches (g) geschrieben werde), welches +1 sel, je

Dann ist

nachdem die Kongruenz X“= D(mod P) lésbar oder unlésbar ist, und
wo D und P relativ prim seien, so haben wir bewiesen:



Quadratische Kérper im Gebiete der héheren Kongruenzen. I. 171

Satz. 1. Ist P Teiler der Diskriminante D, so ist P das Quadrat
eines Primideals B
P=p?, wo p=(P, VD)

die Basisdarstellung von p ist.

2. Ist P prim zu D und [%—} = -1, so zerfillt P in das Produkt
zweier verschiedener konjugierter Primideale
P=p-p’, wo p=(P,B+VD), p=(P,B—VD)
ithre Basisdarstellung ist, und B eine Wurzel der Kongruenz
X*®= D(mod P).
3. Ist P prim mu D und (2] ——1, so ist P selbst Primideal und
P=(P,PVD)
seine Basisdarstellung,
Als ambig erkennt man also nur die Primideale der Fille 1 und 3.
Sel nun q ein ambiges Ideal a = a’. Mit jedem Primideal p geht also
auch p’ in a auf. Entweder also geht p-p’ in a auf (rationaler Teiler),
oder aber p ist selbst ambig p=p’. Ziehen wir alle rationalen Teiler
zusammen, so erhalten wir also

a== (A)"plpﬁ"p:? s Py
wo A ganz rational ist, und P, p,,..., p, verschiedene Primideale des
Falles 1 sind. Denn Fall 3 liefert ja rationale Faktoren.

Wir erwihnen noch eine Reihe von Sitzen, deren Beweis man an
der Hand der iiblichen Beweise leicht konstruieren kann.

Werden namlich die Funktionen des Korpers in Klassen geteilt, so
daB in eine Restklasse alle modulo a einander kongruenten Funktionen
zu liegen kommen, so gilt:

Satz. Die Anzahl der Restklassen modulo a, also die Anzahl der
einander inkongruenten Funktionen des Korpers, ist gleich der absoluten
Norm von a, also gleich [N al.

FaBt man nur die primen Restklassen ins Auge (welche eine Gruppe
bilden), so gilt, wenn ihre Anzahl mit @p(a) bezeichnet wird:

I. Ist a prim zu b, so ist Pp(ab)=Pp(a) - Pp(h).

IT. Ist a=pmpr ... p7" die Zerlegung von a in Primideale, so gilt

i 1 1 1
@D(a)z 3Nﬁi'<1‘“ """—"'Npl‘) (]_“"‘ ;wzr) ...(1"" *‘N*E:I),
fiir Primideale also speziell:

Pp(p)= Npl—1 \
12%
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Aus der Gruppeneigenschaft der primen Restklassen folgt der
Fermatsche Satz:
III. Ist « prim zu a, so gilt

«?®=1(mod a).

Ist also a==p ein Primideal, so gilt fiir jede nicht durch P teil-

bare Funktion «
&' 17 = 1(modp).

IV. Eine Kongruenz nach einem Primideal als Modul kann nicht

mehr inkongruente Wurzeln haben, als ihr Grad betrégt.

V. Die Anzahl der zum Teiler d von (|Njp|—1) als Exponent ge-
horigen primen Restklassen modyp ist ¢(d), wo @(d) die elementare
Eulersche Funktion ist.

VI. Die Anzahl der Primitivfunktionen nach einem Primideal p

betrigt
P(|Np, —1).

§ 7.
Die Idealklassen des Korpers.

Definition. Zwei Ideale a und b heiflen dquivalent, wenn es zwei
ganze Funktionen des Kérpers, « und g, gibt, so daf§

(F)-a=(«)b

a~b.

ist. Wir schreiben:

Die Aquivalenzbeziehung kénnen wir symbolisch auch so ausdriicken:

wo o eine, bis auf eine willkiirliche Korpereinheit feste (nicht notwendig
ganze) Funktion des Korpers ist. Denn aus (f,)a = (e )b folgt durch
Multiplikation mit (8), daB (B,)(«)=1(e,)(B) oder af,=ea,Be, wo &
eine Einheit ist. Also:

Sofort erkennen wir die Richtigkeit folgender Behauptungen :
1. Aus a~Db und b~ ¢ folgt a ~ c.
2. Aus a~ b und ¢~ b folgt ac~ Bd.
3. Aus ac ~bd und a ~ b folgt ¢ ~ b.
4. Aus a~ b folgt a’~ 0.
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5. Mit (1) sind die Hauptideale und nur diese iquivalent.

a . . . .
6. Wenn ¢ = o und o,, o, eine Basis von b ist, so ist pw, , pw,
eine Basis von g.

Beweis. Sei (f)a=(«)b und g:—-%. B, sei eine Funktion aus b,

also ¢ $, eine Funktion aus (f)a. Es ist also by ganz, so daB ¢, ganz
ist und zwar zu a gehort. Also sind ow, und gw, ganz und Funktionen
von a. Also auch jedes X-(ow,) -+ Y (ow,). Wenn nun « zu a gehdrt,

ist % ganz und zu b gehorig. Also gilt

»Zf =Xow,+Yao,,
somit )
«=X ow,+ Y -ow,.

Auf Grund von 1 konnen wir sagen:

Alle untereinander aquivalenten Ideale liegeﬁ in einer Klasse, einer
Idealklasse & des Korpers.

Nach 5 bilden insbesondere die Hauptideale eine Klasse, die Haupt-
klasse §,. In ihr liegt das Ideal (1).

Wegen 2 konnen wir definieren:

Das Produkt &, £, der beiden Idealklassen &, und'®, ist jene Klasse,
welche die Produkte der Ideale aus §, mit jener aus &, enthils:
R = 8, K-

Die Multiplikation der Idealklassen ist ersichtlich kommutativ und
assoziativ. Fiir die Hauptklasse & gilt ® &= ®, wenn & irgendeine
Klasse ist.

Aus 4 folgt, daB die Ideale, welche zu jenen einer Idealklasse &
konjugiert sind, auch eine Idealklasse bilden, welche durch einen Akzent
gekennzeichnet werde: &'

Dann ergibt sich aus aa’=(Na), daB K = §,, wo &, die Haupt-
klasse ist.

Punkt 3 kann so geschrieben werden: Aus §, &, = &, &, folgt &, = K;.

Endlich konnen wir in der Gleichung &, ®, = &, irgend zwei Klassen
beliebig vorschreiben, wodurch dann die dritte eindeutig bestimmt ist.

In der Tat folgt, wenn etwa &, und &, gegeben sind, aus &, &, = &,
durch Multiplikation mit §1:

R, = 81 R,
und umgekehrt ist dann auch
] Q=8
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Aus dem Bisherigen folgt, daB die Idealklassen eine Abelsche Gruppe
bilden.

Dabei ist &, das Einheitselement und §’ das zu § inverse: ® = .

Eine Idealklasse heiBt ambig, wenn §® = &’ ist (oder & = ®™" oder
R2=R,).

Unser nichstes Ziel ist nun, die Endlichkeit der Anzahl der Ideal-
klassen, die wir mit A bezeichnen, nachzuweisen.

§ 8.
Aquivalente Funktionen.

Es sei o =X +Y VA (X, Y rational, 4 quadratfrei und sgn 4 = 1
oder g) eine quadratische Irrationalitit. Dann geniigen w und seine Kon-
jugierte o’ = X — Y V4 der Gleichung

o —2Xw+(X"—4Y%)=0.

Setzen wir
A

2 2 B
.X - AY = '5, 2.X = 6 5
wo A, B, C ganz und ohne gemeinsamen Teiler seien, Die drei Funk-
tionen sind dann bis auf einen rationalen Einheitsfaktor eindeutig be-

stimmt. Die Gleichung fiir  lautet:
Cw?}+4=2Bo.

Die Diskriminante B — 4 AC dieser Gleichung werde nun mit D
bezeichnet (D braucht also hier micht gerade quadratirei zu sein). D ist
dann bis auf einen quadratischen Rest als Faktor festgelegt.

Um nun die Einheitsfaktoren zu normieren, sei zunichst das Vor-

zeichen von V4 so gewihlt, da entweder V4 selbst, oder 71;]/21_ R ;/%VA R
1 . e s
bzw. e V4 primir ist.
Nun findet man leicht D =4C°Y>4.
Da 4 quadratfrei ist, muB wieder, wie schon frither einmal, 4C Y3,
also 2CY ganz sein.
Der 4, B, C gemeinsame willkiirliche Einheitsfaktor werde nun s

gewidhlt, daB sgn(2CY)=+1 ist. Dann ist
sgnD =sgnd.
Nun setzen wir noch fest:

VD =2CY.-V4, also Yﬂm%.
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Auf diese Art sind o und die Funktionen 4, B, C eindeutig auf-
einander bezogen. Wir schreiben:

.
©={4,B,0} =252

wobei zum Beispiel:

o'={-4,-B —0y=27
Und zwar ist die Beziehung umkehrbar eindeutig.

Definition. Zwei Funktionen w = {4, B,C} und o, = {4, B, C,}
heiflen dquivalent, wenn sie miteinander durch eine Beziehung der Form
verkniipft sind,

_aw+f

. le gl
wlm'}‘,—g)—_“‘r‘é’ mit iyakwa,

wo «, B, ¥, & ganz rational sind, und @ eine triviale Einheit ist.

Ohne weiteres zeigt man: +

Aus o ~ @, und 0, ~ w, folgt w ~ w,.

Aus w ~ o, folgt v, ~ .

Durch die Aquivalenzdefinition zerfallen also die Funktionen in Klassen.

Wir haben nun die Transformation der Funktionen 4, B, C her
zuleiten. Sei

0o=X-+-YV4, o, =X,+Y,VA.

Dann ist
X LY. VA= eX+p+a¥V4
e pX+o+yY Y4
also
y — —(eX+B)y¥—-(yX+d)e¥y =~ a¥
! (rX+8) —y2¥"4 (XY A)F2Xpo+8°
Nach Einfiithrung von 4, B, C wird daraus
(D) aYC = (Ay*+Bys+C8°)-7,.
Aus Cw®+ A= Bo erhdlt man fir o, wegen o= ;é%i% die
Beziehung ¥

Cw,—B)+A(—yo, —¢)' = B(dw, — ) (— yo, + «)
oder
(Ay*+ Byd+ 08" 0} + (Ade*+ Bafp+ Cp%)
= (24¢y +~ B(ad+ py)+2080)w,.
Vergleicht man dies mit €, w? - 4, = B, w,, so erhellt, dafl sich die

Koeffizienten der beiden Gleichungen nur um einen Faktor unterscheiden
konnen. Ich behaupte, daB dieser Faktor a ist, daB also
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(1) ad, = Aa«*>+-Bef+Cp°, ]
(2) aB,=2Aay+ B(ad+yB)+2088, f ad—fy=a.
(3) aC,=Ay*+ Bys+ Co°, ’

Denn jedenfalls bestehen Gleichungen der Form (1), (2), (3), wo a eine
Funktion ist. Setzt man andererseits w, = f—z:—;g in C,w!-+-4, =B, w,
ein, so erhdlt man Formeln, die aus (1), (2), (3) jedenfalls hervorgehen,
indem 4, B, C mit 4,, B;, C; vertauscht werden, « durch o, o durch «
ersetzt werden, und f, y das Vorzeichen wechseln. Etwa:

bA =A,0"— B,p6+C, 8, ) ) )
bB=—24,78+ B, («d+py) — éoxaﬂ,j ;:nzi V;'tflizi;;n?st.
bC=A4,y* — B uy +C, 2,
Das Einsetzen in (1) ergibt nach Multiplikation mit b
abA, = A, («d— fy)°, also ab=(ad—py),
so daB also @ und b Einheiten sein miissen. (I) ergibt, wenn wir voriiber-
gehend «é — Sy mit @’ bezeichnen:
a’'YC=aY,C,.
Da sgn(2YC)=sgn(2Y,C,) =1 ist, haben wir @’ = a, also auch b = a.
AuBer (1), (2), (3) gelten also die Formeln:
(4) 2YC=2Y,C,,
(5) ad=A4,8"—B,0f+C.p".
(6) aB=—2A4,9y0+ B,(e¢é+ fy)—2C,«f,
(7)) aC=A4,y>*— Bey+C,a?,
Sei nun D, die Diskriminante von o, = X, -~ ¥, V4. Dann ist
D, - (201171)2 4.

@d—pBy=a.

Also wegen {4)
D,—(20Y)*4=D—=B"— 440 =B; —44,0,.
somit: ﬂ
Satz. Aquivalente Funktionen haben die gleiche Diskriminante.

§ 9.
Bezichung zwischen Funktionsklassen und Idealklassen — Identitiit
der Klassenzahlen.

ES

Wir betrachten jetzt nur Funktionen o mit quadratfreier Diskrimi-
nante D und fassen zugleich den Korper K (VD) ins Auge.
Sei a ein Ideal des Korpers mit der Basis

o, =208, o,=S8(B+VD), D=B—44AC.
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Wir setzen

Dann ist @ wegen D =B"—4AC, da ja 4, B, C keinen gemein-
samen Teiler haben, eine quadratlsche Irrationalitit mit der Diskrimi-
nante D.

Jede andere Basis von a hat die Form

wf =29 A .
: wli}’ym“} mit la‘gi-a
of =po, +ao,
wo «, f, y, 6 ganz rational sind, und umgekehrt ist jedes Funktionspaar
dieser Form eine Basis von a. Wir bilden

wF — of aotp
m* P
so daf also w* ~ w.
Ordnen wir also jedem Ideal seine Basisquotienten zu, so ist ersicht-
lich jedem Ideal genau eine Klasse dquivalenter Funktionen zugeordnet.
Sei nun b ein mit aq dquivalentes Ideal: b =pa. Wenn of, oF eine
Basis von g ist, ist o wf, ow} eine Basis von b, und umgekehrt

*
Dem Tdeal b sind also zuzuordnen seine Basisquotienten 2% pys b Tad
1 1

Dem Ideal b ist also genau die gleiche Funktionsklasse zugeordnet Es
kann ferner die Basis stets so gewahlt werden, daB eine beliebige Funk-
tion der Funktionsklasse entsteht.

Es mége nun umgekehrt g und b der gleichen Funktionsklasse zu-
geordnet sein. Wir wihlen in a und b je eine Basis w,, w, bzw. ¥, of
derart, dafl durch die Basisquotienten die gleiche Funktion entsteht; dies

geht nach dem eben Gesagten. Es ist also gﬁ xgi:. Also gilt
1 1

*__ * __
Wy = 0wy, Wy = PWy.

Dann ist ersichtlich b= pa, da o eine Funktion des Korpers ist.

Es ist also jeder Idealklasse genau eine Funktionsklasse zugeordnet
und verschiedenen Idealklassen verschiedene Funktionsklassen.

Es entsteht aber auch jede Funktionsklasse der Diskriminante D.

Denn gehért ihr etwa w»-B"?l/: mit D=B*—44C an, so ist

= B-+VD, w, = 2C die Basis eines Ideals a, dem der Basisquotient :2
zuzuordnen ist. !
Es ist also eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Idealklassen

des Korpers K (VD) und den Funktionsklassen der Diskriminante D erreicht.
Tst also die Klassenzahl der Funktionsklassen der Diskriminante D end-

lich, so ist es auch die der Idealklassen, und ihre Anzahl stimmt #iberein.
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Im weiteren Verlanfe wollen wir jedoch die Voraussetzung, dal D
quadratfrei ist, wieder fallen lassen, da dadurch keine Vereinfachung er-
reicht wird.

Die Theorie der Einheiten werden wir auf dieser Grundlage gleich-

zeitig miterledigen.
Wir beginnen mit dem einfacheren Fall des imaginiren Korpers.

§ 10.
Die Endlichkeit der Klassenzahl fiir imaginiire Funktionen.

Wir fithren folgende Bezeichnung ein. Sei

X=gqa,t"+a, 4" +.. . tatta,+ta_t  +a 477+ ..
und » > 0. Dann schreiben wir

BE(X)=a,t"+a, "' +...+a,.
Im Falle n < 0 dagegen sei
E(X)=0.

Das Symbol E(X) steht in Analogie zum Symbol ,nichst kleinere ganze
Zahl«.

Definition. Die imaginire quadratische Irrationalitit v =X - Y V4
heift reduziert, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:

(1) X<,
(2) w21,
(3) sgn 2Y =1.
Bedingung (2) ist wegen (1) vollkommen gleichbedeutend mit
) 721

Satz. Jede imagindre quadratische Irrationalitit o =X Y V4 ist
dquivalent mit einer Reduzierten.

Beweis. Die Funktion &= w — .é (X) geniigt ersichtlich der Be-
dingung (1). Geniigt sie der Bedingung (2) nicht, so setzen wir w, = — %_’
=X, +Y, V4, wo @~ 0w, o, ~ e ist, und bilden @, — o, — E(X,).
@, geniigt wieder (1). Geniigt es (2) nicht, so sei wieder w,= — —%
=X,+ ¥Y,V4 uwnd @, =, — E(X,). So fahren wir fort.

Ich behaupte: Die Funktionen @, = w,— K (X,), wobel w, = — 5:_4

ist, welche alle der Bedingung (1) geniigen und mit « Hquivalent sind,
geniigen schlieflich der Bedingung (2).
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Beweis. Wir setzen R, =w-w, (B, ist also als Norm rationalt).
Dann ist

1 1 1 . 1
» == [ — —_— == 7 N d y = - =,
R ( ww+1) ( co;-“) Wy +3Wy+1 & Ia Dria Dy
Also
1 1
R, = = —
X3+1—Y3+1A Op+3 Wy+3
Aus o, = — w,1+1 folgt w, =E(X,)— ~w—;+—1, also
X, +Y,VA=E(X,)— -2 _E(X,)— RB,-0);,.
S R @y 43 Oy+1
omit:
Y, VA=R,Y, V4.
Wegen

Y, V4= gg,
falls w, = {4,, B,, 0,} gesetzt wird, und wobei D = B; — 44,0, ist
(da ja aquivalente Funktionen gleiche Diskriminante haben), finden wir:
C,.1=R,0C,.
Solange nun | B, | < 1 ist, finden wir
[C,ia] <G,

Da es aber nur endlich viele ganze rationale Funktionen abnehmen-
den Grades geben kann, und C, & 0 ist, muB schlieflich einmal |R,|>1
sein. Wegen R,=w,w, bedeutet dies: ®, geniigt der Bedingung (2).
Setzt man nun

o, =X, +Y,V4,
so geniigt die Funktion
* o @
T2 sgn Y,
allen drei Bedingungen, und es ist o* ~ o.
Die Reduziertenbedingung fiir die Funktion 4, B, € finden wir, wenn

wir in (1), (2), (4) einsetzen X = —é%, YVZ—:%-‘—DCT. Sie lauten:

‘B <|C!ILV[D] und sgn C=1.
Gleichzeitic muB D= B® —1A4C sein, wegen ;B°|<|D! also
"AC|=1|D| gelten.
Daraus folgt unmittelbar, daB es zu gegebener Diskriminante nur

endlich viele reduzierte Funktionen geben kann, daB also die Klassenzahl
von Funktionen gegebener Diskriminante endlich ist.
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Fiir quadratische Korper, also quadratfreie Diskriminanten folgt
speziell:

Satz. Die Anzahl der Idealklassen im imaginiren Kérper K (VD) ist
endlich.

Wir fragen nun, wann zwei reduzierte Funktionen einander dquivalent
sind.

Seien w ={4,B, C} und w,={4,,B,,0,} zwel iquivalente
reduzierte Funktionen:

__aw+p
@1 == yw-+6°

Dann folgt aus § 8, (3):

4aCC, = (206 + By)® — Dy*.

Wenn nun der Betrag wenigstens einer der Funktionen C' und C,
kleiner ist als VID|, also |CC,| < |D] ist, so folgt:

(2064 By)* —Dy* < |D/.

Wire nun y = 0, so kénnten sich, da V D imaginir ist, also D ent-
weder ungeraden Grad hat oder sgn D ==g ist, die hiochsten Potenzen
linker Hand nie heben, so daB der Betrag der linken Seite > |D| wire.
Also ist y == 0. Dies hat @ = « 4 zur Folge, so daB also ¢ und & triviale
Einheiten sind. Aus § 8, (2), (3) folgt dann

aC,=Cé°, aB, = Bad+2086,

somit wegen sgn € =sgnC, = 1:
a=ad=24", also «=2.

wo a.

laﬁi

Wire nun § = 0, so erhielte man wegen | B| < 'C , da aus der ersten
Gleichung |C| =0, ]| folgt, | B, = |C|=1C,|, was nicht .geht. Es ist
also f=9y=10; «=4. Somis:

0, =o.

Ist nun der Grad von D ungerade, so ist stets (€ <{V|{D . Damn
sind also alle reduzierten Funktionen untereinander nicht dquivalent und
thre Anzahl die Klassenzahl.

Falls aber der Grad von D gerade ist, kann es reduzierte Funktionen
mit |C|=7V[D| geben. Die Funktionen mit {C|<V[D' sind dann
sicher untereinander und zu denen mit 'C = \/iD‘ nicht aquivalent.

Es bleibt also nur noch der Fall

Ci=10,|=VID
1

zu erledigen. Wegen |AC|= D! ist dann
A= |4, =VD.
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Nun leitet man aus § 8, (1), (3) folgende vier Formeln ab;
1aAA, —(24¢-+-BB)’ —Dp’,
4aCA,=(208 + B&)® — Da?,
4a A0, =(2Ay+Bs) — D",
4000, =(2C6+ By)’ — Dy~
Die Betrige der linken Seiten sind genau | D|. Wenn nun eine einzige
der Funktionen «, 8, y, 6 keine Zahl wire, so wiirde dies in mindestens
einer Formel auf einen Widerspruch filhren. Wire z. B. |f| = p, so
wiirden sich rechterhand in der ersten Formel die hiochsten Potenzen nicht

wegheben kénnen, da ja V D imaginir ist. Der Betrag der rechten Seite
wire also mindestens | DS”|, entgegen dem Betrag der linken Seite.

Die Funktionen ¢, 8, y, 6 miissen also Zahlen sein.

Nun gehen wir aus von den Relationen § 8, (1), (2),(3),(6). Wir
beachten:

OI=‘C1¥=}A‘=SA1}=VFI‘5E» EB}<VTIT:

. |B,i<VID|, sgnC=sgnC, =1,

sowie:
sgn D=g=sgn (B —4A40)=sgn(—4A4C0)= —4sgn 4,
so daf also:
sgn A =sgn 4, = -%

ist. Wir vergleichen nun die hochsten Koeffizienten rechts und links.

In (2) und (6) miissen sich wegen | B! < |C!| die héchsten Koeffizienten
rechts heben.

Wir erhalten so die Formeln

g . _ 9 2 2
“Za“‘ 4_“ +ﬂ
0=— %ay—+ps

L ted—Br=a+0.
a:——%'y?—%—é‘
0=—%y0+ap

Wenn umgekehrt

A1=|C{=VD, B < €, sgpuC=1
und

sgn 4 = — % mit D=B"—44C
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ist, und die angeschriebenen Relationen erfiillt sind, so folgt aus (1), (2), (8),
dafl dann

14, =C,|=V[D,, |B,i<V|D|, sgnC,=1 und SgnA1=——~Z—

ist. DaB also auch das transformierte w, reduziert ist. Unsere Relationen
sind also sowohl notwendig wie hinreichend.
l.e=0, also —fy=a: B0, y=0; fé=0, also §d=0.

Ferer a= —fy=—47% f=9%y. Alsoa=6=0, g=%y,
somit m1=-i—~~:7.

2. 6=0, also —fy=a+0; «f=0, also «=0, d. h. Fall 1.

3. y=0, also ad=a=+0; f6=0; =0, ¢d=20", somit &=,
somit w;, = .

4. f=0; ed=a=+0; ay=0, also y=20, also Fall 3.

Wenn also eine unserer Zahlen verschwindet, kann es sich nur ent-
weder um die triviale Aquivalenzbeziehung o = w,, oder um

1
o=
handeln.

Unsere vier Zahlen seien also alle von Null verschieden. Aus
Jay=p5 und 4 y6=ap folgt durch Division &® = 4%

Wére nun ¢ = — &, so hitte man -»—Z y=p. Also
a:aé——ﬂy-—:—égo{-%y?.

Da aber a = 6% — %;ﬂ ist, wiirde a= —a, also a=0 {folgen, was
nicht geht.

Es ist also & =4 und —Z—y = f. Dann sind aber auch alle unsere
Relationen befriedigt und die zugehgrige, mit  #quivalente Funktion w,,
da wie bereits gesagt, die Relationen notwendig und hinreichend sind, auch

reduziert. Da noch eine unserer Zahlen beliebig wihlbar ist, wihlen wir
y=4, so da =g wird. Die Aquivalenzbeziehung lautet dann:

+ .
ml=:;"+f‘ (¢=1,2,3,...,(p—1)).

Lassen wir auch noch « = 0 zu, so kommen wir zur bereits gefundenen
. . g 1
Aquivalenzbeziehung o, =% - ~.

Sei nun :D|>1. (Der Fall D=g soll gleich erledigt werden.)
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Dann sind unsere ZAquivalenten Funktionen auch wirklich voneinander
verschieden. Denn

cowt+g oo-tg

dot+o 4o+ a,

hat zur Folge (¢ — a,)(4w? —g) =0. ’
Somit, wenn @ =4, ist, @ =21Vg. Also der ausgeschlossene Fall
D=g. Aus

aw-g
4o-ta

w ==

folgt auch 4w®=g, also D=g.

Zusammenfassung. Fir imaginire quadratische Irrationalititen
sind die reduzierten Funktionen:

1. Im Falle ungeraden Grades von D nie untereinander &aquivalent.
Die Klassenzahl ist also gleich der Anzahl der reduzierten Funktionen.

2. Im Falle geraden Grades von D und D =4 g¢g sind die Funktionen
mit |C| < V|D| weder untereinander noch zu denen mit [C'=V[D]|
dquivalent. Ihre Anzahl sei r.

Die Funktionen mit |C|=V|D| zerfallen in Gruppen von je (p -1}
untereinander dquivalenten Funktionen. Ist w eine Funktion dieser Gruppe,
so sind die p iibrigen gegeben durch

__aw+tg

W= gy (€=0,1,2,...,p—1).

Funktionen aus verschiedenen Gruppen sind miteinander nicht
dquivalent.

Ist s die Anzahl der reduzierten Funktionen mit |C'=VIDi, so
ist s stets durch p + 1 teilbar, und die Klassenzahl ist

8
b=y P

3. Im Falle D =g muB |C| <1, alsoC =1 sein. Ferner \B|<|C],
also B=0. Dies liefert die einzige reduzierte Funktion o = %Vg. Die
Klassenzahl 1st also eins.

Wenn D quadratfrei ist, ordnen wir den reduzierten Funktionen

o= BV i Tdeal o von K(VD) mit der Basisdarstellung

a=(2C, B+VD) zu. Dieses Ideal nennen wir ein ,reduziertes Ideal®.
Dann gibt es in jeder Idealklasse reduzierte Ideale. Fiir sie gilt, da Na = C
ist, |[Na|<V|D].

Da die adaptierte Basis, wenn sgn €' =1 vorgeschrieben ist, durch
das Ideal eindentig bestimmt ist, sind verschiedenen reduzierten Funktionen
verschiedene reduzierte Ideale zugeordnet. Nach dem Friiheren entsprechen
ferner dquivalenten Idealen dquivalente Funktionen und umgekehrt.
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IE Beispiele. 1. D=g. Hier haben wir nur das reduzierte Ideal.
a=(2,Vg)={(1). Die Klassenzahl ist also o =1.

2. D=1t+a. (DerFall D= gt a ist nicht wesentlich verschieden.)
Es muf [C|<L1, also C=1, B=0 sein. Es gibt also nur die
reduzierte Funktion o =1V ¢+ a, im Koérper nur das reduzierte Ideal
a=(2,VD)=(1). Wieder ist h=1.

3. D sei quadratisch, sgn D =g¢; also 'D|=p? so daB C|<p
sein muB. Fiir C =1, B=0 liefert dies wieder w =1V D.

Hier haben wir aber noch das Vorkommen linearer €' zu beriick-
sichtigen. Zu diesem Zwecke denken wir uns in D durch passende
Lineartransformation des Adjunktionsbuchstabens ¢ (dies fiihrt auf einen
isomorphen Korper) den Koeffizienten von ¢ zum Verschwinden gebracht.
Dann kann iiber die Transformation noch so verfigt werden, daf nach
Hinzufiigung passend gewihlter quadratischer Reste als Faktoren D eine der
Formen

D=gt —y, D=gi"—1, D =g¢

annimmt.
a) D=g(t"—1). Hier wihle man C—=¢-+1, B=0 und erhilt
. . . 2
die reduzierte Funktion w, = ISk

b) D=g(t* —g~"). Es gibt nun sicher eine Zahl b so, daB b* +1
Nichtrest wird. (Denn andernfalls gébe es ja nur Reste.) Fiir dieses b
ist g7"(b® 4 1) sicher Rest, also b° — D= — g[¢® — g™*(1 + b")] sicher
keine Primfunktion. 5° — D hat also sicher einen Linearteiler ¢ -+ a.
Nun setzen wir € =¢—a, B=2> und erhalten die reduzierte Funktion
~b+tvD

2(t+a)’

¢) D=gt". Hier ist D —b"=g(t"—g 'b°) stets Primfunktion,
wenn b0 ist. Nun muB aber, wenn C linear ist, B eine Zahl sein.
Soll D — b® einen Linearteiler ¢ haben, so muB also B =b = 0 sein und

C=1t, A= —«%t. Dann ist aber A4, B, C nicht teilerfremd. Also

gibt es hier keine Reduzierten mit |€|= p. Doch kommt dieser Fall fiir
Korper nicht in Betracht, da ja D durch ein Quadrat teilbar ist.

Wenn C linear 1ist, gibt es fir B nur die Moglichkeiten
B=0,1,2,...,p—1. Zu jedem B kann es nun hochstens zwei
reduzierte Funktionen geben, nimlich die eventuell linearen Teiler von
B® —D. Im ganzen gibt es also héchstens 2 p Funktionen unserer Art,
somit, da ihre Anzahl durch 9 -} 1 teilbar sein soll, entweder gar keine
oder genau p-+1 dquivalente. In den beiden uns allein interessierenden
Fillen a) b) tritt, da wir die Existenz einer Reduzierten unserer Art
festgestellt haben, das letztere ein.

W




Quadratische Korper im Gebiete der hoheren Kongruenzen. I. 185

Wir haben also:
Ist D quadratfrei und quadratisch, so ist die Klassenzahl des imaginiren

Kér D) stets h = 2.

Dann gibt es zwei Arten reduzierter Ideale:

I. Das Hauptideal a = (2, VD)= (1).

II. Nichthauptideale der Form a = (¢ +a, b +V D), wo t - a ein
Teiler von b® — D ist (a, b Zahlen). Und zwar gibt es genau p -1
verschiedene miteinander dquivalente.

§ 11.
Die Anzahl der ambigen Klassen.

Satz Enthilt eine ambige Klasse ein ambiges Ideal, so enthilt sie
auch ein ambiges reduziertes Ideal.

Beweis. Die Klasse & enthalte das ambige Ideal a mit der
Basisdarstellung a = (208, (B +VD)8)=(8)-(2C¢,B--V D). Da
a’=(8)(2C,B — VD) ist, muB (2C,B-+V D)= (2C,B —V D) sein
(da ja a =a’ ist). Nunista~ (2C, B+ V D), so daBf wir vom ambigen
Ideal a =(2C, B~V D) ausgehen. In ihm konnen wir annehmen, es
sel sgn C = 1. Dann ist die adaptierte Basis eindeutig bestimmt. Da
a’'=(20,B—~VD)=(2C, — B~V D)=aq ist, muB also B= — B,
also B=0 sein. Wegen D= — 4 A4C ist also C ein Teiler von D. (Es
wurde natiirlich stillschweigend B! < |C vorausgesetzt, was wir an-
nehmen diirfen. Denn nur dann ist die adaptierte Basis eindeutig.) Es
ist also a =(20,V D). Setzen wirt D=C0C"sgn D, so ist sgnC’ =1
und € und C’ relativ prim. Demnach, wenn b = (20", V' D) gesetzt wird:

a-b=(20,VD)(20,VD)y=4CC", 2¢'VD,2CV D, D)
(D, VD)= (VD).
Also ist ab = (‘/ ﬁ}, somit, wegen a = qa':
(Na)-b=(VD)a oder b~ a.
Ist also '€, >ViD soist ¢ <ViD|. Eines der Ideale g und b

ist also reduziert. Da a ~ b ist, gibt es also in § ein ambiges reduziertes
Ideal, dessen Basisdarstellung dann lautet:

a=(20,VD) mit €1 <VID], wo C ein Teiler von D.

Durchléuft C diese Teiler, so erhilt man alle ambigen reduzierten
Ideale. Die mit |€'! < VID' sind nach unseren Ergebnissen sicher unter-
einander und mit denen mit ¢ —V|D nicht dquivalent. Zwei ver-
schiedene Ideale a= (20, VD), b=(20",V D), wo C und C' zwei
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Funktionen des Betrags V|D, sind und zu den Teilern von D gehéren,
sind nach dem Fritheren dann und nur dann édquivalent, wenn die zu-
geordneten Funktionen w =—‘§/—%, w, = ”zv“cl‘)T es sind. Ferner muf die
Aquivalenzbeziehung die Form haben

o, =221y 0,1,2,...,p—1).

4o+a
Dies HLefert

,+a‘/D ‘/D+9

D=gCC’, «=0.

Es sind also genau zwei reduzierte Ideale einander dquivalent.

Die Anzahl der einander nicht dquivalenten reduzierten Ideale ist also
genau die halbe Teilerzahl von D. Denn ist O ein Teiler, und setzen
wir D=CC'sgn D, so ist jedem Teiler ¢ mit |C| < V|D ein anderer
mit |C, > V|D| zugeordnet. Die Teiler mit [C|=V D liefern aber
nur halb so viel Klassen, wie eben gezeigt wurde.

Wenn_ also: "fii } ‘w,gsm,o

D=g"P,P,... P, die Zerlegung von D in Primfunktionen ist, so
ist die Anzahl der amblgen Idealklassen, welche ambige Ideale enthalten,
genau 2°7",

" Sei nun ® eine ambige Idealklasse ohne ambiges Ideal und a ein
reduziertes Ideal der Basisdarstelling a = (2C, B+ VD). Dann ist
B0, da sonst a ambig wire. Es ist also, da die Basisdarstellung ein-
deutig ist, ' = (2C, — B -~V D) ein von a verschiedenes und zwar er-
sichtlich gleichfalls reduziertes Ideal. Nun soll a ~ a’ sein. Dies geht
nur, wenn |C'|= V[D| (nach dem vorigen Paragraphen) und somit der
Grad von D gerade ist. Ist der Grad von D ungerade, so gibt es also
keine ambigen Klassen ohne ambiges Ideal. .

B+VD | _—B+VD
2¢ 2¢C

L=

Somit

Wenn nun D geraden Grad hat, seien w =
die beiden a und a’ zugeorduneten Funktionen.

Damit die Klasse & ambig ohne ambiges Ideal sei, ist folgendes
notwendig und hinreichend:

1. Es mufl sein a ~ ¢/, also o ~ w,, somit

o+
w1=:w+i (€=0,1,2,...,p—1),

was

dow,+a(lo,—w)=g
liefert, und schlieBlich ! ’

44+ eB+¢gC=0,
wo {A]=|C|=V[D] und |B|<|C|.
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2. Es darf die Idealklasse kein ambiges Ideal, also, da jede Klasse
mit ambigem Ideal ein ambiges reduziertes enthilt, kein ambiges redu-
ziertes Ideal enthalten, dessen Basis (20,, VD) lautet. Mit o sind aber
aquivalent nur die Reduzierten

+
fots (=0,1,2,....,p—1),

wo sich dann die Funktionen A, B, C nach § 8,(1),(2),(3) transfor-
mieren. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daf in § 8, (2) das
transformierte B, fiir alle § von 0 verschieden ist, daB also

aB, =848+ B(8 +49)+2Cgp+0.
3. MuB D =-=B*— 4AC sein.

Gibt es andrerseits drei Funktionen A4, B, C mit sgn C =1, welche
1. 2. 3. befriedigen, so bilden sie ein Ideal, welches einer ambigen Ideal-
klasse ohne ambiges Ideal angehort. In

8Af -+ B(f +4g)+20gf+0 fir alle p

setzen wir nun ein 44 = — ¢« B — gC und erhalten
B(8°—2ef+4g)+0

p'—2ef+4g+0

oder, da B == 0 ist,

oder endlich
(B—ea) +a®>—4g.

Dies muB fiir jedes f gelten. Dann kann also links jeder Rest
stehen, wie auch « gewihlt sei. Damit die Relation befriedigt wird, muf
also «®— 4g Nichtrest werden.

Fir wenigstens eines dieser « soll also

4A=—u4B—gC
zugleich mit
D=RB"—-44cC
bestehen. Also muf
D= B*+aBC--4C°
sein oder

49D = (29C + aB)"— («*— 4g)-B".

Setzt man D = g¢gD,, so wird also die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB es eine ambige Idealklasse ohne ambiges Ideal
gibt, an die Existenz einer Zahl « gekniipft, fiir die («® — 4g) Nichtrest
wird und

« 2 B\2
- D,=(0+4;B) — ("~ 49)(5)
wird.
13%
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Wegen (C! > 1B zeigt eine leichte Uberlegung, dal dazu notwendig
und hinreichend ist, daB D, eine Darstellung in der Form

D=X"—gY® mit X|>|Y

gestattet. o« kann dabei sogar beliebig gewihlt werden, nur muf «*— 4¢
Nichtrest werden, was stets geht.

Diese letzte Bedingung ist aber vollstindig dquivalent mit der, dafl
es iiberhaupt eine Darstellung der Form

D,=c(X*—gY")

gibt, wo ¢ irgendeine rationale Einheit ist. Denn aus ihr erhalten wir
sofort die neuen Darstellungen

¢ s 72 L LI
D=t batX —e =,

wo
X, =aX-+bgY, Y, =aY+bX
ist und a, b irgendwelche nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen sind.

Wenn nun 'X'< Y ist, so wird, wenn a = 0, &= 0 gewihit wird,
eine Darstellung mit X, — Y, erhalten. Wir kénnen also voraussetzen.
esseil X = Y .

Da sich dann des Faktors g wegen die hichsten Potenzen sicher nicht
wegheben, muB {D!= X*!—=1¥"" sein, was wegen sgnD —1 zu der
Relation fiihrt T

—o((sgn X)"— g (sgn Y)").

Nun setzen wir @ = c¢sgn X, b= —¢sgnY. Dann heben sich sicher
in Y, rechterhand die hochsten Potenzen, in X, aber nicht, so daB
(X, > Y, wird. Ferner ist

a*—b g =c*(sgnX)"— g (sgn ¥)*) =c.

Wir haben also wirklich eine Darstellung

D,=X;i—g¥i mit X, >'Y,
erhalten. .

Da wir nun in § 15 sehen werden, daB D, dann und nur dann eine
Darstellung der Form D, = ¢(X°—gY") gestattet, wenn es durch keine
Primfunktion ungeraden Gerades teilbar ist, so kénnen wir, wenn wir dies
hier vorwegnehmen wollen, unser Ergebnis so aussprechen (ist D von
ungeradem Grade, so ist es ja sicher durch eine Primfunktion ungeraden
Grades teilbar):

Im_ imaginiren Korper K (VD) existiert dann und nur dann eine
ambige Idealklasse, welche kein ambiges Ideal enthilt, wenn D durch
keine Primfunktion ungeraden Grades teilbar ist.
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Unsere Entwicklungen gestatten auch die Représentanten dieser
Klassen zu berechnen.

Hilfssatz. Sei K (VD) ein beliebiger Korper (imaginir oder reell),
« eine ganze oder gebrochnene Funktion des Kérpers, fiir welche N (&) = 1
ist. Dann gibt es eine ganze Funktion § des Korpers, so daf

14

¢=21;
wird.

Beweis. Sei N(a)=w«e'= --1. Wir wihlen 4 ganz rational so,
daB = A(1-+«) ganz wird. Dann ist 8 = A (1 «’) und somit
f_lte _e(+e)_al+e)

[g’~1#a’ﬁa+ua’ a1

Sei jetzt & eine beliebige ambige Idealklasse ohne ambiges Ideal
und a ein Ideal aus §. Da a ~ o ist, kbénnen wir setzen ;—,:a, wo «
eine bis auf eine Korpereinheit feste, ganze oder gebrochene Funktion
ist. Durch Normenbildung geht hervor, da N (¢)=a ist, wo a eine
rationale Einheit ist. Durch Hinzufiigung einer passenden rationalen
Einheit zu « kann erreicht werden. daB N («) =1 oder N («)=g wird.

Aus N(e)=1 wiirde folgen, dafl ein ganzes § existiert, so daf ¢ = —%
ist. Dann wire {(fa)==(fa)’, also fa ein ambiges Ideal. Da aber nun
a ~ fa ist, kann dies nicht zutreffen, da § kein ambiges Ideal enthilt.
Es ist also N («)=g.

Sei jetzt &, eine zweite ambige Klasse ohne ambiges Ideal, der das
Ideal a, angehort. Wieder ist:

¢ mit Ne,)=g

af 1
und somit
aal aal) & . «
‘;—‘:ﬁ—,i—,—:_ =, wo jetzt N(-—)ml
a’a;  {aal) oy o

ist. Es gibt also eine ganze Funktion £, so daB g— ::% ist. Also ist
1

aa{“; [}' rpl r piN!
(waf " § oder qaip = {(aaf).

Da nun aj~ a, also aa;f’ ~ aa, und somit aq;f ein Ideal aus
SR, ist, enthilt die Klasse &R, ein ambiges Ideal und ist also eine
Klasse £, mit ambigen Idealen.

Aus R, = &, folgt aber wegen & = &, = Hauptklasse: §, = ®8,,
wo R, ambig und mit ambigem Ideal ist.

Ist andrerseits § ambig ohne ambiges Ideal, &, ambig mit ambigem

Ideal, so wegen § =%, ®,— &, auch (8&,)'=8K{,, also KK, ambig.
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Enthielte & &, ein ambiges Ideal a,, so wire, R &, = &, gesetzt, & = &, &,.
Ist nun g, ein ambiges Ideal von ®,, so ist a, a, ein ambiges Ideal aus §.
Es muB also = & &, ambig ohne ambiges Ideal sein. Aus der Gruppen-
eigenschaft erhellt noch, daf lauter verschiedene Klassen erhalten werden,
wenn in ® K, der zweite Faktor alle ambigen Klassen mit ambigem Ideal
durchléunft.

Alle ambigen Klassen ohne ambiges Ideal erhilt man also aus einer
von ihnen etwa ® durch Bildung von ® ,, wo &, alle ambigen Klassen
mit ambigem Ideal durchliuft.

Entweder gibt es also iiberhaupt keine ambigen Klassen ohne ambiges
Ideal, oder ihre Anzahl ist genau so grof wie die der Klassen, welche
ambige Ideale enthalten.

Daraus folgt:

Satz. Wemn D=a-P, P, P,... P, die Zerlegung von D in
Primfunktionen ist, so ist die Anzahl der ambigen Klassen des imaginiren
Kérpers K (VD) gleich i

2571 oder 27
je nachdem D durch eine Primfunktion ungeraden Grades teilbar ist
oder nicht.

Dies ist dann fiir die Gruppe der Idealklassen die Anzahl der Ge-

“schlechter. Fiir die Klassenzahl gilt in den beiden Fillen die Zerlegung

h=2""".F baw. h=2°.f,
wo [ ganz ist.
Ungerade kann also die Klassenzahl nur sein, wenn D eine Prim-
funktion ungeraden Grades ist.

§12.
Kettenbriiche.
Sei F eine reelle Funktion, Z (F) das in § 10 definierte Symbol.
Definition. Unter der Kettenbruchentwicklung einer Funktion F
verstehen wir folgenden Algorithmus:

‘Wir setzen sukzessive
F =E(F) + jﬁ,-

F=E(F)+3

.........
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Dabei soll der ProzeB abbrechen, wenn einmal F, ganz ist, also
F,=E(F,)

wird. Anderenfalls werde er beliebig weit fortgesetzt.

Aus 1
Fooy=EB(Foes) + 4

folgt fiir » > 1 wegen der Bedeutung des Symbols E(F), daBl

%

[

<p~', also 'F,|=0p,

und demnach auch
|E(F,), =p-
Bricht die Entwicklung mit ¥, ab, ist also F, = E (F,), so erkennen
wir sukzessive: F, ist rational, also auch F,_,, usw. Es ist also ¥
rational.

Sei umgekehrt F rational: F = g, wo R und R, ganz rational
0
sind. Der Algorithmus ergibt:
R R, ' .

F:E(R—)—;—E, R, < R,
R, _ R, R, ] |
jg:-E('gj)"?"Rj’ By <| Ry

‘Rv—l J— R’v—-l Rv 1 |

=BT L5 R <R

Da die Grade stets abnehmen, und unsere Funktionen ganz rational
sind, muf} schlieflich einmal R,.; = 0 sein, also unser ProzeB abbrechen.

Die Kettenbruchentwicklung bricht also dann und nur dann nie ab,
wenn F irrational ist.

Wir wollen nun weiterhin F als irrational voraussetzen. Im Algo-
rithmus F,—= B (F,) -+ 5o— setzen wir sur Abkiinzung E(F,) = 4,.
Dann ist also .

A|zp fir »21,
und es ist

4, 4

1
F=A0+Z:t 1

L1 .
T A+ 7
Die Funktion F, werde SchluBfunktion genannt. Wie beim gewdhn-
lichen Kettenbruch gilt die Formel

PnF»+Pn~1

F=3%—p "
in’n”}‘Qn—-x
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wobei P, und @, ganz rational sind und nach den Rekursionen

P’nﬂ'l::PnAn_;—Pn——l ]

Qn—rl = Q-nAn + Qn—l }}

berechnet werder. Es ist daher

f P,=1;

P =4
iQonS 1 '

Q1=1

Q'Z:Al’ also @, :‘ngA;!;pa
Q=0 4,1, also [Q;]=1Q,4, >0,/
Q =4, +Q,, also 1Q, =10 4;>(Q.],
somit durch Induktion:
Q = Q4,,, also Q= 4,44, ,...4,.
Wegen A, > p fir,» >1 finden wir

Qi zpt fir

Ferner liefert das Rekursionssystem:
P'n Qﬂ—l - ann~1 = (." l)n‘
Dies zeigt, daf P, und @, prim sind.

v > 1.

Satz. Bel einem unendlichen Kettenbruch ist die Folge der Néhe-
rungsbriiche : E‘-, E, ... konvergent und es ist:
@ @&
h L F
m —~ = F.
y=L Q?’
Beweis. Aus
F F, ’;F’A E ‘P; -1
- Qv F [ Qrf—l
folgt
F— ff_ Pv»—-} Qw"_ ‘Pva~—1 ("' ])V_l

e GL@ETQ T &@FTe
Fiir » > 1 ist aber F,= 4,— R,, also, da | R, < p~* ist,
'Qv'FP”‘ Qr—l Q,,A,,, = Qr-}-l .

Also
P U R
Qv Q!’QV~1 =

Daraus geht unsere Behauptung unmittelbar hervor.

§ 13.

Kettenbruchentwicklung quadratischer Irrationalititen — Endlichkeit
der Klassenzahl.

Definition. Eine reelle quadratische Irrationalitit « heifit reduziert,
wenn ihr Betrag grofer als eins, der ihrer Konjugierten aber kieiner als

eins ist: ;e
o' <1< o .
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Satz. Jede reelle quadratische Irrationalitit o ist dquivalent mit
einer Reduzierten.

Beweis, Wir entwickeln @ in einen Kettenbruch, dessen Schiufi-
zahlen w, seien. Da w, SchluBifunktion ist, gilt

w1 >1.
Ferner ist
P-y Wy Pv—l - Py .Pv— 1]
mib =(—1
- @@y = (71

so dall w ~ w,.
Durch Auflésung erhilt man

. Q,...lw .Pal
By = — Qyw P'y ?
also
.Pv—l\‘
[ ! —
1 ! = — Qw—lw — Py -1__ Qr—1 (f}m w)T(m va;!a%
(1) r= Qo =5 — o ( AN
(0 —@) -+ {w @)
Setzen wir nun | @’ —w | = p’, so gilt sicher fiir » > r —2
Pv-——1 g [
— < p—2v=3) < p—-Q'ri+1)
w Q’V-— =p —__-‘p >
w___,_é_ <p—(’r-1)<:p"-("]7

so daB im zweiten Bruch rechterhand (1) Zéahler und Nenner den gleichen
Betrag haben. Fiir » > r! 2 gilt also

ryo__ Q"'—l

WDy |

1
= 2T = <pt
e T4 =Pl
was mit , > 1 zusammen die Reduziertenbedingung ausmacht.
Satz. Ist o reduziert, und setzen wir v = E (w) + QI;, so ist auch
1

w, reduziert. Wegen w, ~ w hat w, die gleiche Diskriminante wie w.
Beweis. Wegen w —E(w) <1 gilt jw,{>1. Danumn o >1
ist, ist auch E{w) >1. Wegen o’ <1 ist also
o' —EB(w) =.E(w) >1,

ro 1
@1 = o’ — E (o)

somit
< 1.

Also ist w, auch reduziert.

Satz. In der Beziehung w = E(w)#—% seien @ und w, reduziert.
g4

Dann ist nach Vorgabe von w, bereits w eindeutig bestimmt.

. . 1
Beweis. Wir haben o' = E(w) -+ —, WO w <1 und . ;; > 1 ist.
1 1
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Also ist
somit

womit « bestimmt ist.
Daraus folgt: Die SchluBfunktionen w, in der Kettenbruchentwicklung

einer reellen quadratischen Irrationalitit « sind schlieflich reduziert, und
mit einer von ihnen sind es auch alle folgenden.

Ist speziell @ reduziert, so sind alle SchluBfunktionen reduziert, und
mit einer von ihnen sind nicht nur alle folgenden, sondern auch alle
vorhergehenden eindeutig bestimmt,

Fiir die Funktionen A4, B, C lautet wegen

__B+VD , _B—VD
T

@ » O =37

die Reduziertenbedingung
|B—VD|<!Cl< B+VD|.

Wire nun | B| = | VD], so wire |B+VD|=|B— VD!, so daB die
Ungleichheitszeichen nicht stehen konnten. Es ist also 'B|={VD .
Ferner miissen, da ja beide Ungleichheitszeichen gelten sollen, die Grade
von B — VD und B VD sich also um mindestens zwei Einheiten unter-
scheiden miissen, die beiden hdchsten Potenzen von B und VD iiberein-
stimmen. Dies gibt nar endlich viel Méglichkeiten fiir B, falls D vor-
gegeben ist, und unserer Ungleichung halber zu jedem B nur endlich
viele ¢, die noch durch die Bedingung D — B® — 4 AC eingeschrinkt
werden.

Es gibt also zu gegebener Diskriminante D nur endlich viele
Reduzierte, also ist die Klassenanzahl der Funktionen der Diskriminante
D endlich.

Wenn D quadratfrel ist, folgt speziell:

Satz. Im reellen quadratischen Korper K (VD) ist die Anzahl der
Idealklassen endlich.

Ferner allgemein:

Die Kettenbruchentwicklung einer reduzierten quadratischen Irrationa-
litdt und nur einer solchen, ist rein periodisch. Die der iibrigen (quadra-
tischen) Irrationalititen gemischt periodisch.

Beispiel. Der einfachste reelle Korper ist K (V* +a, ¢+ a,), wo
@y — a2 0 sein muB, da sonst D ein volles Quadrat ist. Wir haben
Vﬁ=t—§—§a1~§~ ... . Da die beiden ersten Potenzen von B und VD
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iibereinstimmen, ist B=¢-1a,, also D— B*=gq, —1a2+0. Also
muf C eine Einheit b sein. Die reduzierten Funktionen sind also:
¢(t+3a, VD). Sie sind miteinander iquivalent, also ist die Klassen-
zahl unseres Kérpers b =1.

Die Kettenbruchentwicklung der Reduzierten finden wir nach leichter
Rechnung (E (VD)= t-+}a,) zu:

w-—c(2t+al>+c(——t-——a -%~VD>—c 2t+a,)+ ———

2
1 2)
I . .
t 2(11;@ 2t—;—-a1 1 2t4—a1 s 1

(amtet) ofomtet) e(-bavn) efata)
Also haben wir

c(t+%a&+1/ﬁ>=:c(2t+al)~,— !

2t+a, a 1

[ 1 2> (944 1 -

¢\ @ —7 0 c(2t+4 a,)-g'W'

(& ~5a)
4 m3~za,
Eine eingliedrige Periode gibt es unter den reduzierten Funktionen
also nur, wenn ¢= ——————1—1—————; oder a, — —i—al“‘ = —1-§ ist. Wenn also
2 = [
¢ (aﬁ LY

a, — >a} quadratischer Rest ist.
Im Kérper K (VD) ordnen wir nun wieder den reduzierten Funktionen

= Eillg das ,,reduzierte Ideal*

2C
a=(2C,B+VD)
zu. Dann gibt es in jeder Klasse reduzierte Ideale. Es gilt wieder
‘Nal<|VDI. '
§ 14.
Die Einheiten des gquadratischen Korpers.

Die ganze Funktion e¢= U - VVD ist dann und nur dann eine
Einheit, wenn N (¢) == ¢ ist, wo ¢ eine triviale Einheit ist.

Die Bestimmung aller Einheiten ist also dquivalent mit der Anf-
16sung der ,,Pellschen Gleichung*

UP—V’D=c.
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I. Der Korper K (VD) sel imaginar,
(1) D=gq, U —Vig=c.
Da sich, wenn ' ¥ > 1 ist, die hochsten Potenzen nicht wegheben

konnen, mufl » eine Zahl b und demnach auch U eine Zahl o sein.
Alle Einheiten haben also die Form

e=a--bVyg,

wo @ und b zwel nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen sind.

Thre Anzahl ist also w=p*— 1.

Ferner ist N (&) = a® — b* g und kann ersichtlich jede triviale Einheit
sein. Die Anzahl der Einheiten gegebene,Norm ist p — 1.

(2) D>p, U'—V'D=c.

Wire ¥V == 0, so konnten sich wieder die hochsten Potenzen micht
heben. Aus ¥ =0 folgt aber, daB U eine triviale Einheit ist. Die
trivialen Einheiten sind also hier die einzigen. Ihre Norm muf quadra-
tischer Rest sein, und zu gegebener Norm gibt es zwei nur durch das
Vorzeichen verschiedene Einheiten. Die Anzahl der Einheiten ist hier
w==p—1.

1. Der Kérper K (V.D) sei reell.

Sei w eine zur Diskriminante D gehorige reduzierte Funktion. Wir
entwickeln  in einen Kettenbruch mit den SchluBfunktionen w,, w,, ®,.....
Da er rein periodisch ist, muB wunter ihnen schlieflich einmal w wieder
auftreten. Sei etwa @, = w. Dann ist

@ — P,o P,
Dn © = Qres

Qﬂa)‘l yypu, IZ:(PPL~ Qu 1)01‘

Vergleichen wir dies mit

oder

Cw® — A4 =Bw,

so erhellt, da A4, B, C ohne gemzipsamen Teiler sind, und w irrational
ist, daB die erste Gleichung aus der zweiten durch Multiplikation mit
einer ganzen Funktion 2V hervorgeht. Da n > 1, ist @, < 0, also auch
V0. Wir haben also:
Q,=2vC, P, ,—=-—-2VA4, P,—Q, ,=2VB.

Setzen wir noch P, = VB — U, so haben wir:
P,=VB+U, @,=2VC, P, =—-2VA4, @Q,,=—-VB—-U.

Der Identitat

3

PuQn-»l - Qﬂ.Pn*l ={— 1)
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entnehmen wir:
U — VB +4V?4C=(—1)", dh U —V'D=(—1)".
Es ist also )
e=U-+VVD

eine Einheit, und zwar wegen V < O sicher keine triviale. Die Existenz
nicht trivialer Einheiten im reellen Korper K (VD) ist also erwiesen.

Wir fragen nun nach Kinheiten ¢, deren Betrag =1 ist. Aus
je =1 und [N (e) =|ee’ =1 folgt & =1. Nun kann, wenn V<0
ist, ersichtlich nicht gleichzeitig U+ VVD'=1und U —VVD =1
sein. Denn sonst kdnnen sich die hochsten Potenzen nicht wegheben. Es
ist also ¥ ==0 und demnach & eine triviale Einheit.

Die nicht trivialen Einheiten haben also stets einen Betrag == 1.

Zwei Einheiten s ,e, von gleichem Betrage ‘¢, = ¢,| sind durch eine
1> %2 (=] 1*1 192

Relation ¢, = a¢, verbunden, wo @ eine triviale Einheit ist. In der Tat
. . . ! .,
% auch eine Einheit und —zi’ =1, so daB Z‘ = q 1ist.

2 2

st

Da mit & auch %— eine Einheit ist, gibt es sicher Einheiten, deren

Betrag >>1 ist. Von diesen seien die Einheiten ag, jene mit dem
kleinsten Betrag > 1. Die triviale Einheit a werde so gewihlt, daB

N(ag)=a>*N(¢)=1 oder ¢

wird. Das Vorzeichen von a ist dabei noch beliebig und werde irgendwie
fest gewahlt. Die so normierte Einheit nennen wir die Grundeinheit des
Korpers. Sie werde kiinftighin mit &, bezeichnet. Es ist also N (g,)=1
oder g.

Mit ¢, sind auch alle Funktionen & =a-¢f (a eine Einheit, % irgend-
eine positive oder negative Zahl) Einheiten.

Satz. Jede Einheit von K (VD) hat die Form

2
E=a-&.

Beweis. Wire ¢ nicht in dieser Form enthalten, so miifite sich wegen
g, > 1 eine Zahl » so finden lassen, daf§
o < & <&,

Gleichheitszeichen konnten nicht stehen, da sich Einheiten ‘gleichen
Betrages nur um triviale Einheiten als Faktor unterscheiden, und somit
& doch in die Form ¢ =ae} zu setzen wire.

Aus unserer Ungleichung folgt
1< 672, < & -
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Nun ist aber ;"¢ auch eine Einheit. Es gibe also, entgegen der
Definition der Grundeinheit, doch eine Einheit, deren Betrag zwischen 1
und |, | liegt. Widerspruch.

Fiir die Normen der Einheiten finden wir

N (e)=a® (¥ ()" ={

Wenn also N (g) =1 ist, sind die Normen quadratische Reste; fiir
N (¢,) =g konnen sie jede rationale Einheiten sein.

Satz. Ist K(VD) ein reeller quadratischer Kérper, wo D eine
Prlmﬁmktmn lst und ist e, seine Grundeinheit, so haben wir

(&) =9
Beweis. Wire N (g) =1, so kdnnten wir nach dem Hilfssatz des

a*, wemn N(g)=1,
a’g%, wenn N (g,)=g.

’
§ 11 eine ganze Funktion § des Korpers finden, so daB ¢ :% ist. Dann

wire f'=¢,f, also f und B’ assoziiert. Es wire also (8)= (), und
somit (f) ein ambiges Hauptideal. Nach § 6 hat also () die Gestalt

= (AP ;- By
wo die p, voneinander verschiedene Primideale sind, welche in der
Diskriminante aufgehen. Da D Primfunktion ist, gibt es nur ein Prim-
ideal dieser Art:
: »=(D,VD)= (VD).

A ist rational ganz. Also hat (p) eine der Formen

(B)=(4) oder p=AVD).
B=Ae oder (B)=AVDs,

wo ¢ eine Einheit ist, somit entweder

F F —
=2t =" —a-&? oder 60___4&1 —as’?,
¢ ¢ AYD:
so daB &, nicht die Grundeinheit wire. Also ist N (¢,)=g.

Nehmen wir ein Resultat des nichsten Paragraphen zu Hilfe, so gilt der
__Satz. Wenn_im_reellen-Korper K (VD). die Diskriminante D durch

eine anfunkmon _ungeraden_Grades_ teilbar ist, gilt N (5,) = 1.

Beweis. Aus der Losharkeit der Pellschen Gleichung
U'-V'D=yg
wiirde, wenn P unser Primteiler ungeraden Grades ist, die Losbarkeit
der Kongruenz

Es ist also

U® =g (mod P)
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folgen. Unabhingig von diesem Satz werden wir aber in § 15 zeigen,
dafBl sie nicht 18sbar ist. Also ist N(g)=1.
Nun beweisen wir (unabhéingig von dem eben abgeleiteten Resultat) den
Satz. Die Klassenzahl des Korpers K (VD) wo D eine Primfunk-
tion ist, ist ungera'f&”, es sel denn “daB” D" einen Wge&gaden Grad hat “und 2.3

hissnd Sund 2 e s ey

der Korper_i imagindr ist (dann ist sie beka.nnthch gerade) g 47

Beweis. Wire namlich die Klassenzahl gerade so miifite es min-
destens eine von der Hauptklasse verschiedene ambige Klasse & geben
(deren Quadrat eben die Hauptklasse ist).

Dann gibe es also ein Nichthauptideal a, fiir welches a ~ o’ ist, also

’
= WO « eine ganze oder gebrochene Funktion ist, deren Norm, wie

man sich durch Normenbildung iiberzeugt, eine triviale Einheit g ist. Da-
bei ist & bis auf eine Kéorpereinheit festgelegt.

1. Grad von D ungerade. Wir setzen ¢ =%+ Y VD. Dann soll
X —Y*D =a sein, wo @ eine triviale Einheit und X, ¥ rational ist.
Da nun Y°D auch ungeraden Grad hat, konnten sich, wenn 'Y*D!>p
ware, die hochsten Potenzen von X * und Y?D nicht heben. Es ist also
'Y*D|< p*, und somit X !=1, Daraus folgt

a=sgn(X*— Y°D)=(sgn X)*=0"

a ist also quadratischer Rest. Ersetzt man « durch das gleichwertige —g»:al,
so hat man

] —“a—-—=c41 mit N (e )=1.
2. Grad von D gerade, Korper reell, also sgnD=1. Sei ¢, die
Grundeinheit. Dann ist N (e))=g¢g. Ware N («) Nichtrest, so konnten

wir ¢ durch das gleichwertige ¢, ¢ ersetzen, dessen Norm dann ein Rest ist.
Wir kénnen also voraussetzen, es sei N («)=25". Ersetzen wir « durch

das gleichwertige «, = -, so haben wir

o
’b—a
%’::"‘1 mit N (e,)=1.
Es gilt also in beiden Fillen

%.———al mit N(e,)=

Dann gibt es ein ganzes f, so dal o, =—§ ist, also

ap=(ap).
Das Ideal ap wire also ambig. Da D eine Primfunktion ist, hat
also, wie schon einmal ausgefiihrt wurde, af entweder die Form (4 ) oder
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(AVD). Esistalso auf jeden Fall af ein Hauptideal, also wegen a ~ a8
unsere Klasse § die Hauptklasse, entgegen unserer Annahme.
Beispiel. Der reelle Korper K (VD) (D =1¢"‘a,t+ a,) hat die
Grundeinheit
/ —
£ =C Qt—jw %al TVD),

wo ¢ passend gewihlt ist. Seine Norm ist

/1 N
Y 2 2
Nig=¢* 707 —a,).
Da nun .

V1 3

/ 1
=(trye) —gu—a)

ist, ist also N (g,)=g oder 1, je nachdem ob D Primfunktion ist oder
nicht. Wir bestiitigen also unsere Sitze.
¥

§ 15.
Das Reziprozititsgesetz.

Wir wollen nun das von Dedekind ohne ausgefithrten Beweis an-
gegebene Reziprozititsgesetz herleiten.

I. Der Erginzungssatz.

Sei P eine primére Primfunktion geraden Grades. Dann hat der reelle
Kérper K (VD) die Grundeinheit ¢, mit der Norm N (g,) =

Die Pellsche Gleichung

X' —PY'=yg -
ist also l6sbar und demnach erst recht die Kongruenz
) X*=g(mod P).
Es ist also % =-—1.

Pl
Im Kérper K (Vg) ist also die Primfunktion P zerlegbar in zwel
(konjugierte) Primideale. Dieser Kérper hat aber die Klassenzahl 1, so
daB jedes Ideal emn Hauptideal ist. Demnach besteht eine Zerlegung der Form

= (&) (&),
wou=X—1 Vg eine ganze Funktion des Korpers K (Vg) ist. Demnach ist
'{5{'*&2 :w«,* P=¢(X*—gY?),

B “

wo X, ¥ ganz rational sind, und ¢ eine triviale Einheit ist. P ist also
darstellbar in dieser Form,

£ Sei nun P primir von ungeradem Grade. Wire B} ' 1, so miite
" sich P darstellen lassen in der Form

P— (X —g7?).
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Da sich die héchsten Potenzen der rechten Seite nicht heben koénnen, ist
der Grad der rechten Seite gerade. P kann sich also nicht durch diese
Form darstellen lassen.

Es muBl also, wenn P ungeraden Grad hat, [%} = —1 sein; die
Kongruenz
X® = g (mod P)
ist also unlésbar. Dies ist die im vorigen Paragraphen verwendete Be-
hauptung.
,3\ Sei nun D, irgendeine ganze Funktion, @ einer ihrer Primteiler von
"ungeradem Grade. Sei D, darstellbar in der Form

D, =c(X*—gY?).
Setzen wir « — X + Y Vg, so hat dies die Zerlegung
(D,) = (&)-(«)

zur Folge.

Tm Korper K (Vg) ist nun wegen [%} = —1 der Primteiler @ selbst

Primideal und geht demnach in einem der Faktoren rechter Hand auf.
Da er ein ambiges Primideal ist, geht er in jedem der konjugierten
Ideale (&) und (&') gleich oft auf. In D, muB er demnach in gerader
Potenz aufgehen. Soll sich also D, durch unsere Form darstellen lassen,
so darf D, Primfunktionen ungeraden Grades nur in gerader Potenz ent-
halten. Ist dies aber der Fall, so konnen wir D, in die Form setzen

D,=aP,P,...P,-A",
wo @ eine Einheit, P, Primfunktionen geraden Gerades und A4 eine ganze

rationale Funktion sind.
Sei nun B
P,=c¢ (X, +Y,Vg)(X, -7, Vg
Setzen wir
AX +Y,Ve) (X, +Y,Vg)... (X, +Y,Vg)=X+YVg

und c=ac,c,...c,, 50 ist
2 2
Dy=c(X " —Yg).

Eine Funktion D, ist also dann und nur dann in unserer Form dar-

stellbar, wenn D, Primfaktoren ungeraden Grades nur in gerader Potenz
enthalt.

Ist D, speziell quadratfrei, so haben wir den in § 11 verwendeten

Satz iiber die Darstellbarkeit quadratfreier Funktionen durch unsere Form
bewiesen.

Mathematische Zeitschrift. XIX. 14
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2

Sei P eine beliebige primére Primfunktion. Da stets [%; =-~1 ist,
erhilt man den Erginzungssatz:
Ta a\” ~
=) o -
wo <—z~> das Legendresche Symbol ist.

II. Das Reziprozititsgesetz fiir primire Primfunktionen P und @.
“T Wenigstens eine der beiden Primfunktionen hat geraden Grad.

Sel ! ‘2 j =-+1. Wir betrachten den Kcrper K(VP). Da sgnP =1

ist, ist seine Klassenzahl sicher ungerade: h=2k+1. @ ist wegen
- Sty o o e e e

'~-} = +1 im Korper zerlegbar in zwei kon]uglerte Primideale: @ =qq’.

Sei ® die Klasse, der g angehtrt. Nach dem Fermatschen Satze der
Gruppentheorie ist " die Hauptklasse also q2%*' ein Hauptideal (&), wo
¢—=X Y VP ganz ist. Somit q'*'==(«’). Dies liefert

Q' =(¢-e)=(X"—-Y"P),
also
QM =c(X*—~Y".P),
wo ¢ eine triviale Einheit.

a) Grad von P ungerade. Dann ist @ von geradem Grade, also
auch Q****. Da nun rechter Hand ¥ P ungeraden, X° aber geraden Grad
hat, ist | X”' > Y P/, und wegen

sgn@ =1 mubl sein 1=c(san)2,
also ¢ quadratischer Rest: ¢ ==a?% Schreiben wir %. —Z- an Stelle von X
und Y, so wird also
Q' =X"-Y".P.

b) Grad von P gerade. Sei g = U VVP die Grundeinheit von

K(VP). Dany ist N(g)=g. Setzen wir
& (X -YVP)=X,+7Y,VP,
so haben wir

Q" = o(X’ ~ Y P) =57~ (X; — Y[ P)=_(X; ~ ¥; ).

N (g
Nun ist eine der beiden Zahlen ¢ und 5 sicher Rest. Wir kénnen also
annehmen, ¢ sei quadratischer Rest: ¢ = a® Ersetzen wir wieder X und ¥
durch -‘g, —i—, so wird

Q¥ X*_Y?P
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In beiden Fillen erkennen wir, wenn wir die Gleichungen als Kon-
gruenzen schreiben, dafl die Kongruenz
X*= Q""" (mod P)

2k+1
losbar ist. Es ist also (% | —=-1 und nach den Multiplikationsregeln,

die bei Dedekind angegeben sind,
}'Q"} 2k+1 {*Q"i

sl =w=7L
Daraus folgt, daB mit i-g] —1 auch ‘g} = —1 sein muB, da, sonst
ritickschlieBend ein Widerspruch entstiinde. Es ist also { i - { |5 |> Wenn

wenigstens eine der Primfunktionen geraden Grad hat.
2 P und @ haben ungeraden Grad.

Wenn hier i~} =(—1)"ist (=0 oder 1) so ist nach dem Er-
ginzungssatz und den Multiplikationsregeln

[ =g G = o=

Es ist also Q im Kérper K (Vg™ P), dessen Klassenzahl des ungeraden

Gr%gon P _wegen sicher ungerade =2k - 1Tt zerlegbar Q=qq’
Wieder ist q‘-’k +1 gin Hauptxdeal (¢), wo e =X+ Y Vg"P eine ganze
Funktion von K (Vg"P) ist. Man erhilt wieder

Q2k+1 —c (Xe___ Y“’g”P),

Q**** hat ungeraden, X* geraden Grad. Diesmal rithrt also der héchste
Koeffizient rechter Hand von Y“g"P her. Wegen

sgn P—sgn@ =1 ist also 1= —cg"(sgn¥)"
¢ hat also die Form ¢ = — g—"a’.
Ersetzt man wieder X und Y durch %— und %, so wird
Q¥ = g (X Y gnP).
Dies zeigt also die Losbarkeit der Kongruenz

X®=—g¢"Q*"* (mod P),

o9 Ly s (97520

Wir haben also
[&-1g""- G =) -

so daBl

l
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Im ganzen ist also

Py ¢ -1
{QJ |pi=1 oder (717

je nachdem wenigstens eine der Primfunktionen geraden Grad hat oder

beide ungeraden Grades sind.
Nennen wir also die Grade g und », so ist damit das Reziprozitits-

gesetz bewiesen:
518~

§ 16.
Verallgemeinerung.

Seien nun M und N zwei beliebige teilerfremde Funktionen, davon
N primir. N=2¢@,Q, ... sei die Zerlegung von N in Primfunktionen.
Wir filhren nun das dem Jacobischen entsprechende Symbol ein:

M TM7

[3=1'3G)-
Das Symbol hat folgende Eigenschaften, die unmittelbar aus denen
rM .
von té-} folgen:
M (M) MM, o (M TMy (MM,
L[] 2605], e ]3] 225

2. Sei

Dann ist erst rechy
M, =M, (modQ,), also [L‘i} — [2].

MM
[# =17
3. Es sel auch M =P, P,... primir. u,,u,,... seien die Grade

von P, Py, ..., v,%,... dievon-Q,,Q,,..., u sei der von M und »
der von N. Dann ist:

p= 2t v—_—_‘i\:rk, also yv::%’,uivk.
2 2.

Y-18). -
2y

B -y’

Es ist also

Wegen

gilt
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Ferner ist
a’ 1 # I3
e al_ z) i (ﬁ)
LMJ -[-[[P;_:x wl](_p 2/

Ist also M und N primir und teilerfremd, so gilt das Reziprozititsgesetz
(wenn ux und » die Grade sind)

=G

und der Ergidnzungssatz

I a i a uw
A=)
Di M PN . .
ie Symbole {7 | und - j’[} sind also dann und nur dann verschieden,

wenn gleichzeitig M und N ungeraden Grad haben und p = 3 (mod 4) ist.
Beachten wir

Mi—-1 p“—1 , oo
M =2l gt = (mod 2)
und analog ;
li;y(m{)d?‘)’
p—1

sowie
p—1

—1 r =) a 3

=1 () ma (&) =a>

(Eulersches Kriterium), so kdnnen wir dem Gesetz die Form geben:
M-t |¥, -1 (M1

[Mi N],_(__l) 3 T [al _, 2

¥ > LML

in der die Analogie mit dem gewGhnlichen Reziprozititsgesetze am deut-
lichsten ist.

Sei nun 4 eine priméire Funktion, die nicht gerade ein volles Quadrat
ist. Dann enthilt 4 mindestens eine Primfunktion P in ungerader Potenz.
Wir setzen 4 = ,P‘k“Al, wo 4, prim zu P ist. Nach Dedekind be-
. sitzt P mindestens einen Nichtrest B. Wir bestimmen nun die zu 4
prime Funktion # durch die Kongruenzen

F = B (mod P), F=1(modd,),
was immer geht. Dann ist
P _ [P 2&+1 ]—F _ ;-B—QIH-I
“J LP} "L Aj 3
Nun betrachten wir die Summe

2

es

erstreckt iiber ein Reprasentantensystem der primen Restklassen modulo 4.
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Mit @ durchlauft dann auch F@ ein solches Reprisentantensystem. Es

ist also
SZZ[FAGi__{'F} ZY(G]_MMS
@, =1 Q, 4)=1
Daraus folgt
8=0.

TG
Wenn also 4 kein volles Quadrat ist, verschwindet 2 {% | erstrecks

iiber ein Reprisentantensystem primer Restklassen.
Es sei nun K (VD) irgendein Kérper. Dann fiihren wir die GroBen ein:

D7 -
o= 3],
[Pl=p"
wo die Summe iiber alle primiren, zu D primen Funktionen F vom »-ten
Grad zu erstrecken ist.

Satz. Ist D<g und D vom n-ten Grade, so gilt
o,=0 fir »>mn.

Beweis. Wirsetzen D= a4, woa=sgnD ist. Dann ist 4 wegen
D =+ g quadratfrei und primir, also sicher kein volles Quadrat.
Nach dem Reziprozititsgesetze ist nun (» Grad von F)
{—D‘i :— -*FA; a » ..._.1\\"“ ('Fx
Fi T LFJ j.F_t ( > '(7/ T4l
Setzen wir also b = a-(—1)", so wird
f D’& b\” F1
=061
Sei nun » > n. Dann hat F die Form F=K-A+ 4, wo |A| < |4
und K ganz, primdr und von Null verschieden ist. F durchliuft nun
alle priméren zu A primen Funktionen des Grades », wenn A alle zu 4
primen (nicht nur prlmaren) Funktionen niedrigeren Grades als 4 (also
ein Reprisentantensystem pnmer Restllassen) durehliuft, und gleichzeitig
unabhingig K alle ganzen primiren Funkmonen (v — m)-ten Grades. Fiir
y > n ist also

D] by KA+ 4, (D) NT4]
-:sm%; [—ﬁ} - <;> . iKlz%Z*“(A§1 [KAALj - (5) .;’ iﬂ’% b
- [A]<4

Nach dem vorhin Gezeigten gilt also die Behauptung.

(Eingegangen am 14. Okfober 1921.)
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Quadratische Korper im Gebiete der héheren
Kongruenzen. II

(Analytischer Teil.)¥)
Von

E. Artin in Hamburg. .

§17.
Die Zetafunktionen.

Analog zur Funktion [ (s) in Zahlkorpern fithren wir ein
1

Z =
-3

187
e el

die Summe erstreckt iiber alle Ideale wvon K(Vﬁ). Wollen wir dabei
die Abhingigkeit vom Korper zum Ausdruck bringen, so schreiben wir
ZD(S).

Um die Konvergenz dieser Reihe zu untersuchen, betrachten wir das
Produkt

erstreckt iiber alle Primideale von K (VD).

Dieses Produkt ist fiir ®(s) > 1+ 6 absolut und gleichmiBig kon-
vergent. Denn wenn p ein Teiler der priméren Primfunkfion P ist, ist
[Np|>,P|, und zu jedem P gehoren hochstens zwei Primideale. Also
ist fir R(s) =146

1 2 1
e R e k]

i P

*) Vgl. E. Artin, Quadratische Koérper im Gebiete der hoheren Kongruenzen. L
(Arithmetischer Teil.) Math. Zeitschr. 19 (1924), 8. 153—206.
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wo die letzte Summe iiber alle Funktionen erstreckt ist. Also

2| rzvl{z;fj < 22;;%;5 =2 p "

p 1 v »

Die letzte Summe ist aber eine konvergente geometrische Reihe.

Wie in Zahlkérpern weist man nun die Identitit

.1 1
{]1_-—-—l— %lfN al?
[Npi®

nach, und daB auch die Reihe fiir i (s) =1+ 6 absolut und gleichméfig
konvergiert.

Fiir R (s)>1 ist also Z(s) regulér, und es gilt
(1) 2(8)= 2 ==

12\711‘s

1___..___

[Np.#
Nunmehr unterscheiden wir unsere drei Arten von Primidealen:
1. pp’=P,p ==y’ Dannist P prim zu D und {%} = —1 (P primir).

Die zu P gehorigen Primideale liefern im Produkt den Beitrag

I DS T T T SR T
[Ny [Np'| Pt | P VAR P
[P*
2. p=yp'=P, also die primére Primfunktion P selbst Primideal.
Dann ist [2] = —1 und Np=P2 Als Beitrag kommt
S S 11
1 1 1 1 1 ;
1 1- 1— 14 1— =
[ Np* | P12 FIERREIT [ P|* 1._@

3. P ein Teiler von D. Dann ist P=p* and Np=P. Also er-

halten wir als Beitrag
1 1
1~ ! 1— !
[ Vp1° | PI?
Bilden wir das Produkt iiber alle primaren Primfunktionen, so kénnen
wir das erste Glied der Beitrige 1 und 2 mit dem dritten Beitrag zu

H ! i vereinigen, wo das Produkt iiber alle primiren Primfunktionen

P 1-—
[P
zu erstrecken ist. Es erhdlt aber nun nach einfacher Umformung den
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Wert Z ﬁ%’ erstreckt iiber alle priméren ganzen Funktionen. Ver-
F {

einigen wir die Glieder gleichen Grades, so erhalten wir

®
1 p* 1
Z}Fﬁ —1%’;;;_ 1__p:-.(8"1)'

Demnach ergibt sich

1 1
(2) 2(8)=1~w7:<;5' I DT 1
®D=11— L'P] ¥
wo das letzte Produkt iiber alle zu D primen priméren Primfunktionen
zu erstrecken ist.
Die Eulersche Umformung des Produktes ergibt

1 D 1 .
@) 2(s)= e X [F 5 B R(9)>1,
—P F i‘F’

wo die letzte Summe i{iber alle zu D primen priméiren Funktionen zu
erstrecken ist.

Vereinigen wir alle Funktionen gleichen Grades, so wird

1 > O
2(8)—*—*—“:7;?)'2‘5@

l“p y=0P
wo o, die im vorigen Paragraphen eingefiihrten GroBen sind:
(4) 6, = Z 5‘%} mit sgn F =1, D, F relativ prim.
P =p

1. D=g. Dann hatten wir o, = 0 fiir » > n gezeigt. Es kommen
also nur die GréBen o, g,, 0,, ..., 6, , in Betracht. Dabei ist n der Grad
von D, der nun immer 5o bezeichnet werde. Unter o, wollen wir weiterhin
nur diese Zahlen verstehen. Dabei ist o,=1. Es wird also

7n—1
[

1 v
5 Z S ————— —_—
<0> ( ) l_p..(,-;[) gpyg
Die Zetafunktion ist also in der ganzen Ebene mit eventueller Aus-

nahme der Stellen ¢=1- %’g
regular. )

Ferner ist ersichtlich Z(s) periodisch mit der Periode i‘g—;} , eine
Eigenschaft, die spater sehr niitzlich sein wird.

(k ganz), welche Pole sein konnen,

Die Zahlen o, zeichnen sich, wie bald gezeigt werden soll, durch
hchst merkwiirdige Reziprozititsbeziehungen aus. Wir werden iiberhaupt
sehen, daf sie eine wichtige Stellung in der Theorie einnehmen.
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Fiir jetzt seien noch einige elementare Eigenschaften der Zahlen o,
hergeleitet. Wollen wir ihre Abhingigkeit vom Kérper kennzeichnen, so
schreiben wir o, (D).

Aus dem Erginzungssatz des Reziprozititsgesetzes folgt leicht
(6) 6,(¢D)=(—1)"0,(D).

Ist ferner K (VD) reell, so ist sgnD =1, also

41 _

L.Dq
(4, D)=1

wenn A ein Représentantensystem der primen Restklassen, etwa alle

Funktionen niedrigeren Grades als D, welche zu D relativ prim sind,

durchlduft. Dies ist der Fall, wenn in 4 =aF, F alle zu D primen

Funktionen mit |F| < |D| und e alle trivialen Einheiten durchliuft.
Dann ist aber, weil D geraden Grad hat,

H-iE-E

u !l =17
SO
Pp-1
T4 D D
2 5] =§;{‘F} —(-1 3
Somit ist
> B
[F1 <D} .
sgn P=1

Ordnen wir nach Graden, so erhalten wir den
Satz. Wenn K (VD) reell ist, gilt:
(M) o+ 0,4+ 0+ ...+ 0, ,=0.
Wir werden bald sehen, daB dies auch nur in diesem Falle gilt, denn

in jedem anderen wird sich die Summe als die Klassenzahl herausstellen

und ist also wesentlich positiv.
Fir Z(s) ergeben sich daraus zwei elementare Eigenschaften. Zu-
néchst ist ndmlich

IR 1 6, (D) | (D) . _ 1\y#-10a—3 (D)
ZD(é"T‘E—g?))_ 1+p”“’-n<1— e -+ Rt b+ (-1 P )
Aus (6) aber folgt
1 5, (D) | oD) n—10x—3 (D)
%D (8): 1__?-—(3-1)(1 - ps + ;23 — . +(— 1) 'jp(n——ns )‘
Wir erhalten also durch Division die Funktionalgleichung
i _ 1“p~(8~1)
(®) %o (8 + iogp) T 1gpm Y “Zyp (8)-
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Aus (7) folgt ferner, daB Zp(s) fiir reelle Korper K (VD) in s =0
eine Nullstelle besitzt. Aus (8) folgt dann weiter, dal Zp(s) fiir ima-
gindre Korper, deren Diskriminante geraden Grad hat, in s-_—-l—o% eine
Nullstelle hat.

Der Periodizitit wegen sind natiirlich auch die um 2kmt o rmehrten

Joo
Stellen Nullstellen. er
Endlich finden wir allgemein
#~1
1
(9) Z(0)=~ =5 Yo,
r=0
1 f7—1 -
(10) lim (s — 1) Z(8) = o %’?
2. Fir D=g ist 0,=p*-(—1)", also finden wir
1 1
(11) Z,(s)= e T
sowie 2
1 . 1
Z(O)z—-ﬁj’ i.gil(s"‘l)Z(S):m.

AuBer der Funktion Z(s) fithren wir noch ein die ,,Zetafunktion der
Klasse &¢“: Z(s, ®). .
Sei nimlich ® eine Idealklasse von K (V D), dann setzen wir {a durch-
laufe alle Ideale aus &):
1
(12) Z(s,8) = .
a%; Na!
Die Reihe konvergiert, da sie einen Teil der Reihe von Z(s) dar-
stellt, absolut und gleichmiBig fiir R (s) =1+ 4.
Ferner ist klar, dafl

(13) 2(s)=%’2(s, f),

erstreckt iiber alle Idealklassen.

Nun sei a ein Ideal der Klasse § "= ®'. Wenn dann b ein Ideal
aus & ist, ist ab ein Hauptideal («). Und umgekehrt, wenn das Haupt-
ideal (&) durch a teilbar ist, ist (¢) = ab und b ein Ideal aus ®. ab durch-
lauft also alle durch a teilbaren Hauptideale, wenn b dieh@ailiaus &
durchliunft. Es ist daher R

—'Nal* LN JSTIN "
Z(s,®)="Na| ﬁg@wah:s |Naj E%’m,ww’
wo der Akzent anzeigt, daf iiber alle nicht assoziierten Funktionen des
Ideals a summiert wird. Da nun aber ersichtlich Z(s, &)=Z(s, &')
ist, kann a auch als in & gelegen angenommen werden.

IS ¢ '
r's s - v
2 38 o= EON T %‘J .

H o

=

= S5 4 < L At

‘3\4}\;“?%‘
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Lo
rd
[\

Satz. Ist a ein beliebiges Ideal aus &, so gilt
(18) Z(s, )= Nay 3

18
aEO(modaﬂN“!

b

die Summe erstreckt iiber alle nicht assoziierten Funktionen des
Ideals a (« = 0).

§ 18.
Die Anzahl der Idealklassen im imaginidren Korper.

Im imagindren Kérper K (VD) gibt es nur endlich viele Einheiten.
Nennen wir ihre Anzahl w (es ist w = p? — 1 fiir D = g, sonst w = p — 1),
so finden wir aus (14), da assozilierte Funktionen die gleiche absolute
Norm besitzen,

(1) Z(s, )= .

—_,
a;o(moda)iN“l

1

wo jetzt die Summationsbeschrankung bis auf « == 0 aufgehoben ist.

Es werde nun a als reduziertes Ideal der Klasse & gewablt. Dies
geht; denn in jeder Klasse gibt es reduzierte Ideale.
Dann hat a eine Basisdarstellung

a=(2C,B-+-VD), D=B>'—1414C,

wo
(2) \B|<'Ci<V Dj.
Ferner folgt aus (2)
(3) 1 D'=140C und 'Na,= C .
Es ist nun
«=2CX-+(B+VD)Y,
«'=2CX+(B—-VD)Y,
also

Ne—(2CX -+ BY)'—-DY?®,
wo X, Y ganze, nicht gleichzeitig verschwindende Funktionen sind.

Dann ist
— 10, ! —
(4) 2o f)= g (2CX+BYj?-DY?*’
Es bestehen nun zwei Moglichkeiten:
1. |2BX +~BY "> |DY",
so daf °

'(2CX +BY)?—-DY?|=,20X+BY .
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Dann ist fiir Y <=0 ‘ ‘
120X +B|>V Dy;

wegen |B| < V|D| muB also

{ 20 —}é E >V|D]|
sein. Ist umgekehrt dies der Fall, so gelangen wir zur Ausgangsrelation.
Wegen |B| < V|D]| ist dann

|CX|>|BY|,
so daBl

20X + BY|*=(CX|®, ako Naj=|CX]|’

ist. Im Falle ¥ = 0 ist dies ohne weiteres klar. Wir haben also: Fiir

(5) CX*|>|AY?| gt |Ne|=|CX/

und nur dann. Es folgt dies ndmlich leicht aus | D' ='AC!.
2, |20X?+ BY *<[DY®|=|ACY?|, '

so daB

(20X +BY)-DY*|=|40CY"|.

Dies ist, da V! D! imaginir ist, auch im Falle des Gleichheitszeichens
richtig. Hier kann ¥ nur mit X verschwinden, was nicht geht. Es ist
also Y <=0, also

20X+ B|<VID.
| muB also auch

D
<V|D| oder |C°X*1<|4CY"|

sein, oder

Wir haben also: Fiir
(6) |CX*|<|AY?| gilt |Nea|=[(2CX + BY)'—DY* =|ACY"|.
Die Gleichungen (5), (6) ergeben fir Z (s, &) (nach (4)):
1 1 1 1
@ 26 8= 2 x e 2 1y

lcx?| jex*
>14Y?] =la¥?

Diese beiden Summen konnen nun jede fiir sich summiert werden.

Wir setzen
[A]=pe, 10'=p.
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Dann ist wegen AC|{= D, und |C, <V D, a—b=>0. Wirsetzen

weiter: 7= {a_ij !, wo [] die nichstkleinere ganze Zahl bedeutet.

I In der ersten Summe halten wir zunichst Y fest.
Fir Y = 0 ist einfach iiber alle X == 0 zu summieren. Dies gibt als
Beitrag (vom Grade » gibt es (p — 1)p” Funktionen):

@
1 ,2(?—1)20”: p—1 1
wICiS = p‘lvs w O % ]-—p—(‘.’as-—l)‘

Fiir |Y = p“ ist iiber jene Werte von X zu summieren, fir die
a=b
' ——ta . . . —
Xi>p?2 ist, also, | X, = p* gesetzt, fiir die v>a—9—13+,u, oder

schlieBlich » > r-+ u ist. Dies gibt als Beitrag:

.

2 (p=1)pr _ p—1 p-trru+bies-1)
‘C"v Py p2¥s wjC*s 1—p-@sD

~

Wird nun iiber alle ¥ =0, d. h. iiber alle u (wobei jedes u genau
(p —1)p#-mal zu beriicksichtigen ist) summiert, so erhdlt man:

)

p—1 p—(r+i)(2s-1) o tre—

v 'l_p—-(-zs—:) . E (p_l)pu,p w{zs—1)
| —

_ (p=1)% p-trin@s-1 2 ruey _ (P— 1) prnEs—D 1
w ¢ (I—p=Gs=D)’ P w ¢85 1—p-Gs—1 T—p-2(6-0

Die erste Summe hat also den Wert

p—1 1 (p—-1)2 p—r+1(@s-1)
w|CF T—p=s=D T o gje (1 —p~@eD)(1—p-26-1)°

II. In der zweiten Summe werde X festgehalten. Fiir X = 0 ist iiber
alle Y <= 0 zu summieren, was liefert:

2(1»-—1)10"__ p—1 1

wiA“" <~ pavs w' A8 1—p—(2s-1)"

b—-a

Fiir | X+ =p* soll nun | ¥ |=p">p ¢ sei

also » 2> u — r. AuBerdem soll natiirlich, da ¥ ganz ist, » mcht nega.tw
sein. Solange nun u < r ist, ist einfach iiher alle ¥ == 0 zu summieren.
Dies liefert fiir jedes X:

«1 1
Z p%vs A"’ 1 —p—2s—1)°
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Im ganzen also, wenn iiber alle in Betracht kommenden X, das ist
fiir u < 7, summiert wird:

r—1
- - (p-1)pr—1 1
wiAlF T—p~ (“s Y 2(3’ 1)pr= wiAd? p—1 1—p—@s—1 "
Die beiden bis jetzt behandelten Beitrige geben zusammen

»—1 P
wld|® 1—p—2s-1) °

Fiir u>r ist aber v > u — 7, also » nicht negativ.

Z (p——l)p' p—1 p—(u——r)(‘zs—l)

wM; S, P wfap ] TG

Dies gibt

Wird dies tiber alle in Betracht kommenden X

, also iiber uZ>1r
summiert, so erhalten wir:

e
p__l p?(‘.’s—l) —u(28—1)
w A Topwy & P (p—1)pr
1 u=zr
_(p=1)7 pres—n  p-2re-n _ (p—-1)%

pr
w Ais l-—p {(2s—1) 1~p—2(s 1

widl® A< p-G@s=n) (1—p—26-1)"
Der Wert der zweiten Summe ist also:

Pl pr | (el
w‘A,s 1 —p—(25—1)

Dies gibt fiir Z (s, ®):
(8) z<s,@>=< 2 ;L) p—1

=, pr
wid® (1—p—(2s-1) (1~ p—26-1})"

i

41 repp) w(l—p-@s-i)
+ p-(?‘—ri)(‘zs—rl)ﬂ,_ pr (p—-l)ﬁ
( }Cis i ’A)x) w (1 _p-<-2s—1))(1..p-2(s-1))’
Aus (8) folgt fiir s =0
—_ ] p—1 (p—1)* r r
2.8 =+ 1) gy Tea-pa—m P TP
—prtl v
also
1
(9) Z(0,8)= — .

Aus § 17, (18) folgt also

w

Z(0)=32(0,8)=—2, wo h die Klassenzahl ist,
2
also

=—wZ(0).



216 E. Artin.

Fir D=g ist w=p?*—1, so daB § 17, (11) den bekannten Wert
k=1 wiedergibt. Der triviale Fall D =g werde nun kiinftighin stets
ausgeschlossen. Dann ist w=p —1, und § 17, (9) gibt

n—-1

(10) h=30,=0y+0,70,+ ...+ 0py.

v=0
Dies ist, da k der Bedeutung nach stets positiv ist, die Erginzung
zu § 17, (7).
Einen anderen, weniger einfachen Ausdruck fiir 4 erhalten wir aus
den Residuen fiir s =1. Es ist nimlich

. (»—1)? o1
M (s = 1) 2 (s, @):w(lf;—))mgz’.(pw‘lu}%) .

1. Nochmals D =g: Hier ist also {C!=1 und |4'=1, r=0,
w=p*— 1, somit

lim (s —1) Z(s, &) = !

Y4 p- C1) = —
2{p } l)logp ( ' ‘ ) 2logp ”
Also gibt §17 (11) wieder A=1.

2. Grad von D ungerade: Aus ,4C|=|D| {folgt, daB &b, also

auch @ — b ungerade und demnach r = ——2—»{7 *%- ist. Also:

1
——— 1 141
p?‘-—-p% 2 . g g
vp V. C1

Somit
hm (s—1)Z(s, &)=

(et )= Ve
210%? Ve VIAC] * Vp V[4C]/ V[Dllegp’
Das Residuum ist also von der Klasse unabhingig und somit

hm (8 — 1)Z(s)~-——[—h
Di-logp’
Wegen § 17, (10) ist

7n—1
YL
(11) h= . é}’py
8. Grad von D gerade: Dann ist ,-=‘1;2:§, also pf:____‘/}‘z"};
hm(s——l)Z(s, f)=
also

(1 LN )= (p+1)
2’°g? P Yi4c]  YI4C]) 2y[D]-logp’

z(s)— 2R
8—-1 V[D]-logp
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und
n—1

2viD! e
h:__.Y._‘-_J.. .1.
(11la) i wz_/_opy

Die Beziehung zwischen (10) und (11), (11a) werden wir spiter
erkennen. Fiir die Zetafunktion hat unsere Residuenbildung die Erkenntnis

Zk”p” wirklich Pole erster Ordnung sind.

s 14

Die Anzahl der Idealklassen im reellen Korper.

zur Folge, daf die Stellen s =1 -+

Es sei K (VD) ein reeller Korper, e, = U -+ V VD seine Grundeinheit.
Dann ist V=40 und '¢|>1, sowie [¢j]= U—VVD <1. In &
miissen sich also die hochsten Potenzen heben, so daf sie sich in ¢, nicht
heben kénnen. Es ist also

\&|=,VVD >=|VD].

Sei nun ¢ eine ganze Funktion des Korpers. Wir betrachten die
Lage von |«| in der Intervallfolge

-2 P L= i 2
s €, » 1% > I, &% ol »

Dann muB es ein und nur ein » geben, so dal
: - 2
leg™ <& < g7, also &S 085" <&,

Da nun « mit «e;” assoziiert ist, gibt es zu jeder Funktion eine mit.
ihr assoziierte, die jetzt mit & bezeichnet werde, fiir die |¢,| <[ < rg,1%,
und zwar gibt es zu jeder Funktion genau p — 1 asseziierte, welche diese
Bedingung befriedigen, ndmlich die Funktionen g (2 =1,2,3,..., p—1).
Die Betrige der Normen dieser p — 1 Funktionen sind alle dieselben. Aus
§ 17, (14) folgt also

(1) R P
=3 modn)

mit der Nebenbedingung e

(2) 6 S < gl

Fiir das Ideal a wahlen wir nun wieder ein reduziertes Ideal aus &
mit der Basis a=(2C, B--VD). Dann ist bekanntlich
(8) 'B—VDI<|C < ,B+VD'=B|='VYD| uwd |[Na =.C|.

In (1) ist also zu setzen « =20X 4+ (B VD)Y und unter Be-
achtung von (2) iiber alle X, Y zu summieren.
Mathematische Zeitschrift. XIX, 15
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Fiir unsere Zwecke geniigt es nun, lim (s —1)Z(s, &) zu bilden.
s=1

Dabei kommt es ersichtlich nicht auf endlich viele Glieder der Summe an.
Diskussion von (2) und (3):
I. Sei B
2CX > B—VD-Y
Dann ist ¢« = CX , und (2) ergibt
gl 10X | < e °.
Dies kann nur fiir endlich viele X eintreten. Zu jedem solchen X

soll nun |B—VD,-, Y <|2C%]| sein. Dies liefert auch nur endlich
viele Y. Unsere Annahme gibt also nur endlich viele Glieder der Summe.

II. Sei B
20X < B+VD - Y.
Dann ist «i= (B--VD)Y und nach (2)+
80J§;(BT@)Y¥<35012'

Auch dieser Fall kann nur fiir endlich viele ¥ und endlich viele X
zutreffen, liefert also auch nur endlich viele Glieder.
IIL. Sei B
20X = (B—-VD)Y!.
Dann ist also wegen (3) sicher
120X > (B—VD)Y",

also
(4) ¢ =120X —(B—VD)Y|=|CX .
Aus
< 20X (B+VD)Y <ig
folgt wegen B — D‘ VD
(5) a1 20X +7|< ik

D! VD

Wegen IIL. gibt es nun zu jedem X nur endlich viele ¥. Es gibt

also nur endlich viele Glieder der Summe, fiir die ' 20X 1 el
{B+VD|= VD

| .B-%-\/—jj

ist.
Wir kénnen also annehmen, es sel

| 20X 12
6 > 2
® mwn‘ WD/’

Am Anfang dieses Paragraphen zeigten wir nun %25*-! =1. Der

¥
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mittlere Teil von (5) hat also sicher keinen negativen Grad. Wir kénnen
also alle negativen Potenzen weglassen, so daB (5) gleichbedeutend ist mit

Azl <EE< 20X)+Y1<ii°_—ﬁ.

WD B+vyD VD]
(Uber E siche §10.) Setzen wir also

— _p[ 20X

(7) Y=—E(; - 5)+F (F ganz),
so mull gelten .
8 ol <ipicfl
®) WD, T WD

Sei umgekehrt (8) erfiillt und ¥ durch (7) bestimmt. Wegen (6
gilt erst recht

1 20X 20X |
. ;E’;:/?Dt§> F also _‘—_é———[:\/_j){
somib
2CX = ,(B+VD)-Y|.
Dies ist also Bedingung III. DaB (5) erfiillt ist, folgt aus (7) und
(8) unmittelbar.
Wir haben also fiir alle (6) geniigenden X fiir Y (7) zu setzen, wo

F der Bedingung (8) geniigt, und iiber alle in Betracht kommenden X
und F zu summieren. Nun ist aber wegen (7) und (8)

¢« = 20X+ (B+VD)Y!= VD'- w'if;/"f—Jf = VD F|
und nach (4) ‘
= CX].
Also ist

No =iaa’ = 'CVD- XF .

Statt nun iiber alle X, welche (6) geniigen, zu summieren, kdnnen
wir iiber alle X iiberhaupt summieren, wenn nur erneut das Resultat um
endlich viele Glieder korrigiert wird.

Wegen (1) ist also
.G 'y 1 _
Z(s, ®) pras }_ ' TovD §’+G’

wo iiher alle X und iiber alle (8) geniigenden F zu summieren ist, und
G eine endliche Anzahl Glieder bedeutet.
Somit ist

Z(s ®) = (pwl) (24}:{) (F T;F)+G

15*
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Setzen wir nun
(9) le| =p% also R=—

log s |
log p °
so daB B die Rolle des ,Regulators® iibernimmt und jedenfalls positiv
ganz ist, ferner
n
|VD' =p2, wo —g— ganz ist,

da ein reeller Kérper vorliegt, so wird

<23—-:i—1)
(p—lw (p-1)p"4
(10) Z(s, ®)= s Z 2 Lt +e
u=(R—-2—)
p—1 1—p~BG-D g By
. P 28 -~ G.

T VD (—pm @) 1

Da G nur aus endlich viel Gliedern besteht, ist hm(s —1)G@=0.
Demnach finden wir
11 I —1)Z(s, &)= ‘(?;f_l_)_ﬁ_’
(11) lim (s — 1) 2 (s, ) = 20
also ein von der Klasse unabhingiges Residuum. Es ergibt also
§ 17, (13), (10):

12 lim (s — 1)Z (s) = L=V BE

( ) sl—gl(& ) (s) VD ilogp
— —1

(13) he WD o

(p—1)R =7 ’
2kni

Die Zetafunktion hat also auch hier in s =14 5=— Togp Pole erster
Ordnung.

§ 20.
Das Nichtverschwinden von Z (s) auf der Geraden R (s) — 1.
Setzen wir
p1£ falls Grad von D gerade
T Kérper imaginir,
(1) % =3 V%L, falls Grad von D ungerade
{25 :/_11))‘ R falls Grad von D gerade, Kérper reell,
so ist
(2) hm(s——— 1VZ(s)=

!og P
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Die Pole erster Ordnung sind die Stellen s =1 -+ ?fgm.

Z (s) iiberall regulir. Die Produktdarstellung § 17, (1) lehrt, daB Z(s)
in der Halbebene % (s)> 1 keine Nullstellen besitzt. Wir wollen zeigen,
daB auch auf R (s) =1 keine Nullstelle liegt.

Satz. Die Stellen s =1 -+ (2 klogl n) % Sind keine Nullstellen von Z(s).

Beweis. Da Z(s) periodisch mit der Periode %g% ist, geniigt der

Nachweis fiir s =1 + E%

Sonst st

Aus § 17, (8) folgt nun

im Zp(s + ) = Liim 1727 i (s —
lim Zo(s + 1ogp) —7lim g limle— D) Zonle).
Bezeichnet man also mit A" und »’ die GroBen des Korpers K (VgD),
so ist ) W
{ aL
Zp(1 - i@;) —t 4o,
g. e d.
Satz. Z(s) hat auf der Geraden R (s)==1 keine Nullstelle.
Beweis. Nach dem soeben Gezeigten diirfen wir die Stellens= 1 - l:;;

ausschliefen.

Wir setzen s==o0 — i¢. (Der Buchstabe # hat natiirlich nichts mit
unserem Adjunktionsbuchstaben £ zn tun; ich wéhle diese Bezeichnung nur,
um den Anschluf an die iiblichen Beweise zu haben.) :

Nach § 17 ist dann

st\xﬂ ! fir R(s)>1.

1
»1 Np'e
Daraus folgt wie bekannt
_Z(s log Np_
Z(s) .._J INp s "

Sei nun 1-—#,% eine I\Tullstelle k-ter Ordnung (k>1), wobei

£, == ng%‘ Dann ist 1 -- 24, sicher kein Pol. Es ist also eine Null-
stelle I-ter Ordnung mit 1> 0.

Der weitere Beweis verliuft so vollstindig analog dem gewdhnlichen,
daB seine weitere Ausfithrung unterdriickt werden darf. Ich verweise etwa
auf Landau, Theorie der algebraischen Zahlen und Ideale, Seite 101.
Wie dort findet man

k_<_ 4— , also wegen [>0, kg—g- entgegen k>1.

Satz. Die obere Grenze § der reellen Teile der Nullstelle von Z{s)

ist kleiner als eins 6 < 1.
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Beweis. Fiir fi(s) =1 besitzt Z(s) keine Nullstelle. Da Z(s) aber

21”

die rein imaginére Periode hat konnen wir schlieBen, daB die obere

Grenze der reellen Teile der Nullsteﬂen von Z(s) kleiner als eins ist.

§ 21.
Die Funktionalgleichung von Z (s) und die Relationen zwischen den o,.

Wir kehren zur Formel (8) des § 18 zuriick und diskutieren die
verschiedenen, fiir imagindre Korper sich ergebenden Fille.
1. |D|=p2m+l, Wir setzen |A|=p”. Wegen |D = AC| wird

(O] =p2m=r+1  also r—%‘f—ﬁ(z’n—y-q)]——v-

Wir haben dann
y—m—1 1

. 1
2(a, ) = (P57 et s

-1, w=p-—1.

——
i

P 1 ) (p—(v—m‘ (28~1) +pv-—m—l) M?:—m—l o 72—(2‘7';'{7—”:‘1)8
(I ___?~(2 s~1))(1 _p——g(s———l)) 11(2 m~v-+1)s pws pvs (1 __pw—(2s-—l)>
e (p=1yprmt I e
T ® ) (1 p ) (1 pm oy e n
Z(s @)zpr—m—1+p(2w-2m-1)s . ) (?_3)pr—m~—1
: P (1—p=@s=Dy T pvs (1 _p=@s—ly_p—t-),
?v-m-l _:__p(2v-2m—l)s __?'v—m—l p~ (8_1)“‘2) ) p2 (v—m—l}s_]_ pv—m _ 2,]'v—m—-l

p* (1—p~ (28—1)) (1—p~ xs—-l))

\_’v-2m-—1)s pv—m.p—s__p.pﬂv—m—l)s »—m

P
2(8 Q)“_‘ - ws(l (28—1))(1_1)“(8:‘1)_37

Daraus ersieht man unmittelbar, daf Z(s, &) in s =% keinen Pol

hat, Es ist also iiberall bis auf die Pole s =1 - ?—]"—”—% regulir,
Ferner ist
7 (1 s, Q) _ 2%2v~2m—1)(1-—3),_pv-~m—1 ‘px___p' p2(r—m—1) {1—s) 'T»?J 7:12

"1 (1-p* ) (1-9%)
Erweitern wir den Bruch mit p@®-m-D@s-1 50 wird

r—2m—1)s 2{r—m~—1}>

_ P p T p —p " pep
Z(l 8, @)—-— pvs p—m(zs—l)(p (28—1) }\(1___

s—1})
__pm(% 1, 1“ ~

Z(s, ).
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Demnach haben wir die Funktionalgleichung

\ 281

—(s=1)

(1) Zi1—s, @)=172 (}/‘D Z(s, ®).

> 2. 'D|=p3m, ‘Af=p” also Cl=p¥mr;, r=v—m.
p ™ 1 1

2(83 @} = ( pvs Tpff!mwv)s) 'l_p—-(z‘sul)

(p—1) ) p—(r-m-i-l)(Zs—l) p'y——m
—-2(5'—}))

(1_?-\28-1))“_? p(Qm—v)s p”*
_ pv—m_:_p:?('w—m)s o (]7—' l)pv~m(1 +p(2s~1))
pvs(l__p-—@s-—l)) ! vs<1_p—(2.s——1))(1__p-2(s—l))
_ 7_’f~m't'j}72(y:mjs-}7”;m'_ﬁj 2(s~1) —p2p? 2(y—m—1)s pv—m-1+pw~m+1 P (ﬁsvl)_pv~ft:p“’”m.p:(f‘:1j
7s (1 __p—(Zs——l))(l ~p-2(s-—1))
_ p:?(v-—m)s _ p2p2(v—m—l)s+pvvm-:-1 ___pr—m+1.p- 2s
p'vs<1 __:p—\‘.).s—l)}(l__p—‘s(s—l)) )

Daraus ersicht man wieder die Regularitit fir s= 1. Z(s, &) ist
iiberall reguldr bis auf die Pole s =1 +i k@i erner ist
Z(l s S‘%): E?(v—y;j.) . p*—Q(w—m)s_’,Pz(v—m) R p-ﬁ(v—m—l)s_r py”i"+:-—_277"m'1‘ p‘es )

’ 2707 (1= ™) (1= ™)
Erweitern wir mit p~ 0—7-1. p2t—m-Ds 50 wird
r—mrl — 28 v—m+l 4 e 2lv—m—1s__  2(r—m}s
Z(1—s, @)= P LpT—p +p%p —p
( ) p”s ,p—m(Qs—l) (p~ (23——1)_1) (1- 28)
3 1—p26=1
= 2)9%(--&"1)._ﬂ_._.~_,‘)_-._f.Z(35 ﬁ),
1—p~

Demnach lautet die Funktionalgleichung
(2) Z(1—s, 5@)_““,_ (VD)""' TZ(s, R).

Summation iiber alle Klassen liefert die gesuchte Funktionalgleichung
fir die Zetafunktion:

—{s—~1) D‘ 251
3 21 —s)=122 0 (I 2,
® @—a)=2 (1) 2
falls Grad von D ungerade,
\ 1*3?— 2e— e~

(4) 21— == Dz (),

falls Grad von D gerade, Korper imaginir,
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Um auch fiir reelle Kérper die Funktionalgleichung zu gewinnen,
gehen wir aus von § 17, (8):

zi l_p—'(s—l)
(5) Zp (8 T logp) 1+p 6D Z,p(s)-

Wenn nun K (VgD) reell ist, steht links der Zetafunktion des
imaginéiren Korpers K (V D), welche die Funktionalgleichung (4) hat.
Ersetzt man also in (4) s durch s-—}—% und beriicksichtigt (5) und die
Periodizitit von Z(s) und p¢ so erhilt man, wenn Z(s) jetzt die Zeta-
funktion des reellen Korpers ist:

—2(s—1) lﬂp s—1)

—{s—1) (‘/ D )28— 8)‘

——p‘: Z(1— s)**l p

‘)8

I+p - 1+p
Demnach, falls Korper reeII das Resultat
1 s—1
(6) 21— 5= () VB 2000

Aus der Funktionalgleichung folgt, da Z(s) fiir J(s)=>1 keine

Nullstelle besitzt und die Pole erster Ordnung 1 4-21:;;
facher Diskussion:

In der Halbebene R (s) < 0 liegt keine Nullstelle von Z(s).

1. Grad von .D ungerade. Z(s) hat auch auf der Geraden % (s) =0
keine Nullstelle.

2. Grad von D gerade, Korper imagindr. Auf R (s)= 0 liegen nur
die Nullstellen erster Ordnung: s = QI; —1)mi

og p
3. Grad von D gerade, Korper reell. Auf N (s)=0 liegen nur die
2kxi

Nullstellen erster Ordnung: &= Torp
ogp

Alle iibrigen ,nicht trivialen“ Nullstellen gehéren dem Streifen
0<1—-0<R(s)<OB<1 an, wo O die obere Grenze ihrer reellen
Teile ist. Sie liegen symmetrisch zur Geraden R (s)=3 und zur
reellen Achse.

Beim reellen Kérper ist also ¢ = 0 Nullstelle erster Ordnung. Wir
verwenden die Funktionalgleichung (6) dazu, eine elegantere Formel fiir
die Klassenzahl des reellen Korpers zu gewinnen. Es folgt ndmlich aus (6),
da Z(0)=0 ist, nach § 20, (1), (2):

, s Z(s) g [t—en (N Dt
Z’(0)=lim 7_:11_{,%( S ey imeeZi1 = 9)

_ (logp)® e —  (logp)® gy h
=1 -V|D, hm (8 1)2(81) LP—;I}Q‘/‘D Tloxp

hat, nach ein-
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Also
h= — Rlogp -Z'(0).
Setzt man nun

u@-a~p“wﬂw>f§,w
so folgt aus Z(0)=0: =
L'(0)=(1—p)Z'(0)= — 3 v, logp.

3 »=0
Also ist

n~1

1
h= RlogpL< )“w»-Zvay

v=1

Fiir reelle Korper haben wir also die Formel

-1
1
(7) h=— Egva,w R(al G+ 86, —...—(n—1)05_11.

wo R =18%! dor Regulator von K (VD) ist.

logp
Die Funktionalgleichung hat nun merkwiirdige Relationen zwischen den
Zahlen o, zur Folge, welche zum Beispiel die Berechnung der Klassenzahl
sehr vereinfachen und die Beziehung zwischen unseren beiden Arten von
Klassenzahlformeln aufdecken:
1. Grad von D ungerade: Di=p?»+1  Aus (3) folgt, daB die
Funktion

8) 3<s)-~<1—p““"”>(1/1§’7)$ Z(s)=p ”“"’*2 =3

Q“m m
:27 G, - T2 p(‘mvy)ﬁ
=0
der Funktionalgleichung geniigt:
(9) F(1—s)=25(s).
Nun ist
_ m
= (1 — 3) Z 6, P ERY p(?*m)s
»=0
’1
__Z 0>m—rfp 2, . pmr—m, p(m—-r)s.
»=0

Vergleicht man gleiche Potenzen von p*, so resultiert
-m -n
6,p *=0OauP *PTT.
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Daraus ergibt sich sofort unsere Reziprozititsbeziehung:

{ 10) G2 —v = ?m"”ﬁﬁ
speziell fiir » = 0 wegen o,=1,
(11) Ogm = P™.

Aus § 18, (10) folgt also
(12) h=(1+ ™)+ (1 50, + (149" )0, .. + (1 ~P)omes + O

Dies erleichtert sehr die Berechnung der Klassenzahl, da die Berechnung
von ¢, fiir hohere Werte von » recht miihselig ist.

2. Grad von D gerade: D|= p3*».  Korper imagindr. Hier ist
nach (4) )

(]3} E{G) = (1 — P~ 2(&-1))<V§Dg)s—-} 2(8)

- Zm«-l
= (14 p=6-0)p"¢™®
< 2
m 2m—1
=P .—2(1*,,_) 20 p(m——r)s
»=0
m /2m 2m—1
3 (Zoporns Spopur)
»=0 =0
m 2m~1
=p *‘(pm D G p«fm)p‘"‘“””)
\ »==1
eine Funktion mit der Funktmnalglezchung (9). Wegen
m - 2m—1
- Y -1 ~% m{r—
E(1-8)=p * (;%:;‘F ::.1 ™ *%(ow*p%-l)p”‘ P! ”‘"1
2m—1

_n o m

=p * (5&7‘5 + ;::11 ™ +Z(69m— F POrp—r1) PP )
erhalt man hier m
(14) osg—y + POIm—r—1=DPP " (6, +P0Gq), 1ZLr<2m—1;
und
{15} Oyt = PP,

Durch einfache Rechnung erhilt man daraus

(16) O2m—» -"‘*P”"" {Gv—vl”g"(p “"1)(6%-2 - 0v—3+ Cyg— "\L‘ see "IL (""' 1)'—200)}:
giltig fir 2 <» < 2m.
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Die Beziehungen (15) und (16) ergeben nun aus oy, 0,, 0,, ..., G,_;
die m iibrigen GroBen, indem (16) fiir 2 <» <m verwendet wird. Aus

Qm—1

h= Zo,,

berechnet sich dann die Klassenzahl, Wir wollen den Ausdruck, der nichts
Bemerkenswertes bietet, nicht erst hinschreiben.

Mit Hilfe von § 17, (6) finden wir aus (14), (15): (16) sofort die
entsprechenden Formeln fiir reelle Korper:

(17)  Gsm—» — POop—y—1=P" " (0, — po,_1), 1Zv=<2m—1;
(18) Oy = — P77,
{ 19) oy == PP~ {"" Gr—rf—(? —1) (O'a«-—2+01'~3’;‘ Gyt t .- 0y +60)}9

giiltig fiir 2 <» < 2m.

Aus ihnen und
2m—1

%Zra,,

ergibt sich die Klassenzahl.

§ 22.
Die Anzahl der Ideale und Primideale gegebener Absolutnorm.
BEs ist

n—1 n-1

1
Z(8)= — —omy -
1—p=@7¥ ;%:T’ ,%’p’“’ go?
Daraus folgt
”—3614-..‘%-6

: POy + 0 26y + Po, -0, P —a
Zgy =i PR e BRI R h

e v r—1
r UO+P ‘71
+2-

r=np--~1 V4
Bezeichnet man nun mit H (x) die Anzahl der Ideale mit |[Na|=u,

so ist andererseits
H (?”)
Z(s = .
( ) ZiNals g p

. +pv—(n—1) -

'78

Es ist also fir v >n—1

z—1

h
H(p)=p'o,+p o, +...+p~0 Vo, =p” ;‘ff: =P
u=0

wo x durch § 20, (1) gegeben ist. H () hat natiirlich pur einen Sinn,
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i

wenn z von der Form p¥ ist, und dies wollen wir voraussetzen. Dann
ist aber

(1) H(a:):%a: fiix x;%—
Fir z < ——‘S—l ist der Ausdruck anders, doch kommt dies fiir unsere

asymptotischen Uberlegungen nicht in Betracht. Aus

1 o, °n—1
(8)" gy (o+_+ T-~-+*‘:“‘)
1—p ~(s—1) P pzs p(n 1)

erkennen wir, daf alle Nullstellen o von Z(s) durch den zweiten Term
geliefert werden. Setzt man p®=2, so erhdlt man zur Bestimmung der
Nulistellen die algebraische Gleichung

(2) 2l Lo zn 24,203 ...+, ,=0.

Nennen wir ihre Wurzeln g, g,, ..., §,_, (diese Bezeichnung werde
auch weiterhin festgehalten), so finden wir die Nullstellen o der Zeta-
funktion durch die Gleichung
{ ‘:“) b» = pe.

Dadurch werden aber auch die trivialen Nullstellen auf R(s)=0

gegeben,

Wenn also der Grad von D gerade ist, hat (2) die einfache Wurzel
-1 oder — 1, je nachdem der Korper reell oder imaginir ist. Wenn D
ungeraden Grad hat, gibt es keine ,,triviale’* Wurzel von (2).

Ist D = at- b linear, so ist (2) von nulltem Grade, Z(s) hat also
itberhaupt keine Wurzeln.

Ist D quadratisch, so ist (2) vom ersten Grade, Z(s) hat also nur
triviale Wurzeln.

Nicht triviale Wurzeln sind also erst von kubischem D an vorhanden.

Sei nun 6 die obere Grenze der reellen Teile der Nullstellen von Z(s).
Von den beiden besprochenen Ausnahmefillen, wo iiberhaupt keine Wurzel
vorhanden oder 6 = 0 ist, abgesehen, ist dann stets

%gb<L
Aus (3) folgt dann
(4) B < p® (1<L0<1),
und (4) ist jedenfalls auch in den Ausnahmefillen richtig. © hingt dabez

nur vom Korper ab.
Fiir Z(s) erhilt man nun die Produktdarstellung

#—1
. 1
(5) - Z@)= e O ).
r=1
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Einerseits ist also
n—1

6)  log Z(s)=—log (1—p=6=0)+ 3'log (1— B, p~*)

p=1

O R
r=1 v-p

Andererseits aber ist, wenn n(z) die Anzahl der Primideale p mit
der Absolutnorm |N p| =2 bedeutet (wo x wieder nur die Werte p” an-
nehmen soll):

- 1
(7)  logZ(s)=—2'log(1—|Np ™) =
v

i )V-;
gz V!

= (p%
2
2 &7 - = Y dx(p%)
=38 =D fir %(s)>1.
r=1 4 r=1 rp
Aus (6) und (7) folgt aber
(8) g,’dn(pd)r-—p”*ﬂ:~ﬁ;’—...—~ﬂ,f_1.

Es ist dies die genaue Formel fiir n(z) und etwa die Analogie zu der
Riemann-Mangoldtschen Formel.

Nach unseren Resultaten iiber die Norm von Primidealen ist nun
7(p?%) hochstens gleich der doppelten Anzahl der Primfunktionen des

Grades d plus der Anzahl der Primfunktionen vom Grade % Bs gibt
also eine absolute Konstante ', so daB

d
14
”(Pd)éo";f'

Spaltet man also in (8) den Teiler d = » ab, so ist der Rest sicher
kleiner als
sa (P +5a(p®)+... —Za(p”)

SO(pP+pP+pt ...+ p")

»
7

<O (p* +vp®)=0(p?).

Also wird

v (p?)+O(p2) =p"—p; — s —... — Bu-a-
Wegen (4) ist
NP Ui
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also ist:
v (p?) = p* + 0 (p? )+ O(p®) = p* + O(p®”),
N ? o o2
a(p) ="+ 05

Da nun, wenn z = p” gesetzt wird, ¥ = fg:; ist, erhalten wir:
v z $6
(9) ﬂ(p)=@-5-10gp-{—0(1—6g—5>,
wo 3 <6 <1.
§ 23.

Tafeln der Klassenzahl.

Im folgenden soll eine kleine Tafel fiir die Klassenzahlen wieder-
gegeben werden. Zunichst wollen wir aber die bereits gefundenen Resultate
fiir quadratisches D bestétigen.

1. VD imaginir; |D =p? m=1; h—gd,-~6,=1+0¢,. Nach
§ 21, (15) ist 6, =1, also A= 2.

2. VD reell. Nach § 21, (18) ist o, = — 1, so daB § 21, (7) ergibt
1

h:»E. Also mu8l R=1; h=1 sein.
Fiir kubische Diskriminanten ist m =1 und § 21, (12) ergibt
(1) h=p-+1+o.

Bei der Herstellung einer Tafel beachte man weiter, da ¢ einer ge-
eigneten linearen Transformation #'=at b unterworfen werden kann,

ohne die Klassenzahl zu dndern. Da ferner o, (g D)= — o, (D) ist, findet
man aus (1)
(2) hp+ byp =2(p-+1).

Aus der Klassenzahl von K (VD) findet man also, wenn D kubisch
ist, ohne weiteres die Klassenzahl von K (VgD).
Durch lineare Transformation von ¢ konnen wir, uns (nachdem ein
eventueller quadratischer Rest abgestoBen ist) D in die Form gesetzt denken:
D=1¢+at+b.
Nur im Falle p=3 geht dies nicht. Die Berechnung von ¢, ist nun
sehr einfach: X

0’1:

=
|

P+ at+b‘;

“ t—e -

i

c=
(wobei eventuelle Linearteiler von D wegzulassen sind). Nun ist

{t3+at+b] . {cg—%ac—i—bt . (cs+ac+b)
t—e 4L t—e¢ 17 P ’
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also
?V—‘vl c*+ac+b
=)

Es ist also o, in einfachster Weise durch Legendresymbole aus-
gedriickt.

Beispiel. p=17, D=1"+3t+2 (Primfunktion).

p 6 /2
a=0)+E)+E+ G +E+E)+6)
=1-1+1-1+1+1-—-1=

Somit A=9. Dies ist auch die Klassenzahl fiir die durch Lineartrans-
formation hervorgehenden Diskriminanten ¢°—38t-+2, t*—¢-4+2. Da-
gegen haben dle Dlskmmnanten gD, das sind (na.ch Lineartransformation)

L 3t—2,4—2t—2, t*—t—2, die Klassenzahl b =7 (nach (2)).

Auf diese Art Wurde Tabelle I berechnet, welche die Klassenzahlen
fir p=3, p=25, p="7 gibt.

Die zugehorige Gleichung fiir die Nullstellen von Z(s) lautet

2?tLo,z+p=0.
Thre Wurzeln sind
1

p=—3x5Vei—4p.
Sind sie komplex, so ist 18] = Vp, also wenn o die Nullstellen von Z(s)
sind, R (e)=13. Dies erfordert
- 2V§<61<2v§a

oder
fiir p = 3: —3<Le, £+3,
fir p = 5: —4<L0, <4,
fiir p=7: —5<L0, £ +5.

Die Tabelle lehrt, dafi diese Relationen wirklich epfiillt sind.

Also liegen die Nullstellen alle auf i (s)= L.

Fir biguadratische D ergibt sich im imaginiren Falle: o¢,=p,
o,=p—1-+0,. Also ist

h=2p-+2¢,.

Auch hier geniigt die Berechnung von o,. Fiir p=3 ist g= —1.
Dies liefert Tabelle II.

Fiir reelle Korper ist 6, = — p, 6,=p —1—o0,, also

. 1 o
k*’“"‘( +20,+36) =g (p+2+0,).
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s I
D Zerlegung o, | & D Zerlegung E o, 1 h
t: gj—t-i-l G+ (E+1) ) ‘3z3~z”‘+t+1{ |
Pt (- —t—1)1+2 6 § PRSP »
St | 1 gt i e
S (i +i— ) 1 i t"—¢ —t—1 Primfunktion \
Pt rt—1 (1) (7 +1 * $*— g
Al e ] +1) § | - t+1 :131 7
-1 @+ +t=1)| -2 21 £—s-1 | ~3 L1
Pt (P —t—1) 3 | 4t+1 =1 +t~1)
-1 ' ! P ht—1 (1) (F—t~1)] 0 | 4
t:‘-;t _t. 41. 1 Primfunktion |—1] 3 ii z:+s L +1) )
-t — i i t—t¢ t(E—1)(t+1) ;
p=5
D Zerlegung o | 3 | D Zerlegung o | h
s 2 b
Z&-i—-i @+ (E—t+1) ‘l tZ—;—2t $(25+2) —4 2
- (t=1)(t 7—2-4—1)% £t 2t t(55—2) +4] 10
£2 (5-2)(7+2t-1) PAEEN | !
| -2 2)(t -2t 1)% £ t—1 +5, 9
el (242)(E0-2t-2) ts-tj’:‘zw,

s B N Lo ' -3 3

¢ t&z tz @;(j)(;);zt;)g)%g: 8 t z“_—z—QH Primfunktion |
— — ! i 2t—1 1

t3+t+2 (t+1) t2 'T‘! 2 H ﬁ_‘ ts zt 1 :'{_'11 7

. (16— 2) 21 o
¢ -;t—-2 (-1 +2) —2 4 P22 C ]

Bt tEE2) (6—-2) 202 | I

i
p=1
7 T
D Zerlegung £ ok { D Zerlegung o, L
3 R . o | |

S D52 5 Eg 1 (tvl)(t+3)(t__2)’

t ’-“t 1 — 2 » ab
: 2+ ( 2)(tg+251~3)!*4§ 12 i“vt—-l #+23(t° ~—2t4—3)!__4 "
3— t+1 t(t~1)(t°+t—-1)§ i | —~2¢~—1 (t»rl)(t —t—1)1

,f Tszjl ;(t+3)(t‘:§t:;22{~ } }i P3t—1 (4—38) (" +38--2)

B \ , 2 T 2 ;
zg-;.;.vs (t+2)(z3~2t-2)] | Prt—3 |(4—2) (" +2—2)
£4+2t43 [(#+1) (@ ~t+3), PiPior— 2
3143 ?(t~3git2+3t—~3; | :3T32‘t : (t—})(t”‘H-S)z
' —t+3 f{a‘—(—‘c‘» 2 =26 " U+3)(to*3t*1>ﬁ +2 10
I 5(: 2;2;‘;:7;) i—»z-—s (t—8) (£+3¢+1)

oz _ 9 oy Lo\ (g%
el B ) ta 263 | (1+2)(4 ~2¢-2)

32+ ~1)( +t-3) o 4 ¢ +8t—3 [ (#+1)(#"—t~-3)

54 ? P o ) ]

e i(:$+1) | 1 A s VI

A (2+2) 0 ! 8 t;"% £(¢+8)(:—3) | 0 ' 8

b g(*—3) ! 488 | t(@+2)(¢—2) | |
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p =7, Primfunktionen
D ?61174 p le|xl D |e k| D o | h
i 1 i i 3 i
i 1
-2 | pes asi| e-s l-sisllerge
1 —2t—2| | o e+ % * £ rt—1 | ge“—zt—w 19
+8t—2 | lf42e+1]—8 5l +2e—1. -8 1]+ 812 |
-2 | (f—8ex1] | |£-30-1; | | 42 | |
1I.
p=3
D Zerlegung | o,y h D Zerlegung f al
—@'+1 ]——(ﬁ+t~1)(t9—t—1)? — - )—(t+1)(t —t -—t—-l)i+2 10
—@'=1 *—(t~1)(t+1)(t2+1)‘+1i 5 —* —!—t-—-t—-l}——(t—l)(t +— 41
— (' rt—1) g — @ i1 ==+t vz—l)i o 9
— (' —t—1) | — (£ —t+1) =+ D)= D),
—@ =) Primfunktion _(14”¢=Tt) _t{g3Ht+1)
—@ 1) { —@t- =) —t({*—t—1) o 6
@+ —e1) =1, 4 :~<¢4—~z2+t D -1 —£"+1)
— (- trd) =t —1)(+e—1), 3:'(‘ — "1 (=1 +£" 1) 1
@ '—8 |—t@+)(E—¢—1] | | —@'—£'—1)  Primfunktion  |+3] 12
I11.
p=23 reelle Korper.
D % ‘o B | o ﬂ h
¢ 2 5 2 — !
PRI | *(t’-t"—t"_’—#—t"—z*-y1)7-(z"—t‘-—t3—t'-q—t)v‘D'; 7 %+2
t'—t+1 <t’+t°-t°—t*‘+t3+t3~1)+(t"‘+t*—t3+t'3+t)v’5§ 72l
2 5 - I
et (ts—-t_—t4—g—t3~—t2—§-t)+(t4—-t3+t+1)\/D } 6 +1,
et 1 =t =)+ ¢+ '~ 2+ 1) YD 6 +1°
e (t)ft'z»i?*t—ﬁ1)+(t3——t2-—t+l)y’t5 I 510
"t @ttt D+ (Pt —t—1)D } 5 0
R =t 1)~~~ )\ D 5 o 1
£t —t 1 ' = )+ P+ =YD 1 5 0
-1 Pt 1)+ (*—t—1)yD L4 -1
t'—t—1 et — - 1)+ (Pt —1) YD § 4 .-1
t“s—zj-;-t—l *—t"—8+(@¢—1)yD '3 -2
i —t—1 @+ =)+ ¢+ 1D 33 -2,
¢ttt —1 E+ 1)+ VD 12 -8,
tre g ("=t + 1)+ ¢+ 1)\VD 3 §~1—1i
'ttt ¢t t—1)+—DVD 3 [+1],
t* 1 £ +VD 2 -1}
-1 t*+yD 2 -1
A | ' —1)+VvD L2 2-;—1§ 3

Mathematische Zeitschrift.
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Sei nun o die ¢-Summe des imaginiren Kérpers K (VD). Dann ist

o1= —o,. Also

1 ’
k:zR—{p—f-Z-ol).

Aus der Tabelle IT lesen wir fiir die verschiedenen Gruppen die
4 6 3 1 5
R* B> R R’ R’
und wegen ¢ !>V, D =p3 B>2 ist, ergeben sich fir die vier
letzten Fille: R=3,7,5, 2, also h==1. Eine einfache Diskussion liefert
auch die Entscheidung in den ibrigen Fallen.

In Tabelle III ist dies im Falle p = 3 zusammengestellt. Wir geben
auch die expliziten Werte der Grundeinheiten, aus denen wir die Richtig-
keit der vorigen Diskussion bestitigen.

Was nun die Nullstellen von Z(s) anbetrifit, so haben wir die
Gleichung

Klassenzahlen Ez ab. Da sowohl 2 wie B ganzzahlig

23+ 0,28°+ 0,2+ p

(wobei es geniigt, den imaginiren Fall zu betrachten). Nach Abspaltung
des trivialen Faktors z--1 wunter Beriicksichtigung der Relation
6,=p —1-- 0, erhdlt man

224+ (o, — Dz p=0.

Sind die Wurzeln komplex, so liegen wieder die Nullstellen auf

R (0)=1. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn

—2Vp<o,—1<2Vp,
also fiir p =3:
—2<0,L4.
Dies ist aber der Fall.
Fir p=05 miilte —3 <0, <5 sein. Wir zeigen noch, daBl dies
zutrifit. Trivial ist zundchst — 5 <o, < 5. Nun ist aber o,= — 5 un-
moglich, da sonst A =0 wire. Es ist also noch 6, = — 4 in Betracht

zu ziehen. Dann muB o, die Summe von genau vier Symbolen {?‘—D?E{

sein (da bei fiinf Symbolen o, ungerade ist), deren jedes den Wert —1
hat. D mufl also einen und nur einen Linearfaktor enthalten, den wir
nach passender Lineartransformation als # selbst nehmen kéonnen. Also,
da g =2 ist: D=2tD, (sgnD, =1, D, Primfunktion). Nun ist

{ Dj*__[,?x_} Db b Dby D, D (D
t—11 =i el T u—eh Lt-:ﬁ Y3 4T T it—4 -
Also 1st
D7 D, 7 rD 7 (D5
it”fi} =1 [t—lz} =-1 %.t—fsj =—1 it-d =1.
Pofy

S et -

S8 B ides § VOS5 R
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Nennen wir of die o-Summe in K(VD,), so ist, da D, Primfunktion
ist, nach dem eben Gezeigten o, — [t| — +1. Nach Tabelle I hat also D,
die Form (t+a)’+2(t+a)-+1 oder (¢+a)°—2(t-+a)+2. Eine
Durchrechnung der fiinf sich schlieBlich ergebenden Fille ergibt o, <= — 4,
so dafl wieder R (o) =1 ist.

Endlich wurde im Falle p =3 durch #bhnliche Diskussion gezeigt,
daB auch im Falle n=1>5 alle Nullstellen auf der Geraden $(o)=1
liegen. Der Diskussion entziehen sich nur die Primfunktionen, fiir die
also die Rechnung dariiber zu entscheiden hat.

: § 24.

Der Zusammenhang zwischen der Klassenzahl und den Nullstellen
von Z (s8). — Die Anzahl der Klassen in den Geschlechtern imaginirer
Korper.

Wir kehren nun zur Formel § 22, (5) zuriick:

1 n-—-3

(1) Z(S)Z‘I”W'v]__zl (A—8,27%).

Nach § 18 gilt nun fiir imagindre Korper (n > 2):
n—1
(2) hz——wZ(O)zl_Zx(I——ﬁy),

wo f§ die Wurzeln von 27! = ¢,2*"2 4 ... L0, ;= 0 sind, und g = pe,
wo o die Nullstellen von Z(s) durchlauft.
In (1) mége g, , die triviale Wurzel sein (falls eine vorkommt).
Fiir reelle Kérper ist §, = —1, und aus § 21 folgt

_ =l 20 L
h= Rlogplslgz s «R,,]__..Il(lwﬁ"}'

Demnach bhaben wir, wenn f§ nur die nicht trivialen Wurzeln be-
deutet:

n—1
(8) h= [I(p,—1), falls n ungerade,
v=1
r—1
(4) h=2- [[(B,—1), falls n gerade, Korper imaginir,
r=1
n—~2
(5) h = jig IJI (B,—1), falls n gerade, Korper reell.

16*
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Ist nun g, die Wurzel in K (V D), soist — 8, wegen 6,(D) =(—1)"¢,{gD)
die Wurzel in K (\/B). Nennt man also 5 die Klassenzahl im letzteren
Korper, so erhdlt man aus (3), (4), (5):

n—1
(6) kb = JI(2—1), falls n ungerade.
r=1
-2
(7) h' =2 (82— 1), falls n gerade.
»=1

Nun brauchen wir noch eine einfache Abschitzung von k. Es ist,
der Bedeutung von o, nach, ¢,| < p"

1. » ungerade. Osp_,=p™ *-0,. Al |[0yp-,, < p™, somit
10,0 < pm™.  Wegen

n-—-1
h=Jfo,
»=0
ist also
(8) A< npmr=n¥p)" "
2. n gerade, Korper reell. Aus § 21, (19) folgt
Gem—r ZP™ (Pt (p—D(P 2T p" P+ - p— 1)

— pm-v<2 pv—-l — 1) < gpm—-i.
Aus § 21 (7) also

Es werde nun die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung voraus-
gesetzt. Dann ist |8, |==Vp. Essei nun K (VD) ein imaginirer Korper.
Die Falle n =1, » =2 lassen wir als genau bekannt beiseite. Es sei
also n>38. Dann folgt aus (3) und (4)

(10) Vp—1)""'<h<(Vp-+1)""", {alls n ungerade,
(11) 2(Vp—1)"*<hL2(Vp--1)"7, falls n gerade,

Die unteren Grenzen sind aber fiir p =3 trivial. Deshalb haben
wir noch andere Formeln abzuleiten. Aus (6) und (7) folgt n&mlich

(12) RE > (p—1)""Y, falls n ungerade,
(18) b > %(p —1)*7%, falls n gerade.
Wenden wir nun auf %’ die Formeln (8) und (9) an, so resultiert
(14) h> %(%)nd, falls n ungerade,
(15) h;a—j—l—)—g (%)nﬂg, falls n gerade.
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Fir p=3 folgt daraus
h>— (1 13)""*  bazw. h>

= (L 15)*72,

Daraus und auns (10) und (11) folgt nun, daﬁ es nur endlich viele
Kéorper gegebener Klassenzahl gibt, sogar wenn p und n > 3 gleichzeitig
variieren. Aus (10) und (11) folgt insbesondere, dafl es fir p>5, n >3
keine Korper mit der Klassenzahl 1 gibt. Fiir p =3 gibt es noch end-
lich viele. Wahrscheinlich ist aber K (V#3—#—1) der einzige Kérper
mit der Klassenzahl 1.

Nennen wir nun [ die Anzahl der Klassen eines Geschlechtes und ¢
die Anzahl der Primfaktoren von D), so ist nach § 11

fZ 28 -1
Also haben wir
f= (W;_Il) (n ungerade),
f= (’@2:»12 (n gerade).

Nun ist sicher s <n. Es ist ndmlich nur dann ¢ =mn, wenn alle
Primfaktoren linear sind. Also haben wir

— n—1
F= (l@;l_) (n ungerade ),

f= (W l\ i (n gerade).

Dies ergibt fiir p > 11, ng 3 stets f>1, so dafl es also fiir p > 11,
n 2> 3 keine Kdrper mit einklassigen Geschlechtern gibt. Es zeigt sich
sogar, da8 dann f mit #» und p (jedes auch einzeln) iiber alle Grenzen
wichst, so daB es nur endlich viele Korper gibt mit vorgeschriebener
Anzahl von Klassen in jedem Geschlecht. Dies haben wir noeh fiir
p=1,5,38 zu zeigen.

Fir p =17 folgt aus (14), (15)

4 n—1 N
r= (—2»‘(77—) (n ungerade),

1 6 \ "2
22”(%1)3(5{/?) (n gerade).

Dies liefert unmittelbar das Gewiinschte.
Fiir p =5 liefert (14), (15):

A== (178)"“ bzw. h>-(—~— —(1,78)* %
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-t

Hier kann D, da es quadratfrei ist, hochstens fiinf lineare Primteiler
haben. Schlimmstenfalls sind also die ibrigen quadratisch. Also fiir
n>=5:

s<5.4 n—"2—5 oder 2°7'<2t.2 % = ‘24(V§)”-5
Also ist
11 1,78\""? 1 L 1,78\7°
f2y W) (zg)  bow B gan 5 e (178)° (55)
Wegen —l—g— >1 haben wir wieder unser Resultat.
Fir p=3 ha.tten wir
> (1 15)" baw. h> ——(1,15)""

(n —*1)
D hat hochstens 3 lineare, 3 quadratische, 8 kubische und 18 biguadra-
tische Primfaktoren. Also gilt fiir n > 105

s < 32 9{_“}95 gs-1 é 231- (‘5/5)”—105: 231. (1,149)11—105’

5 2
Also 1st
104 1’15 \ #—105 ) 103 /1 15 \n —103
f=- 231 (1,15) (i—@) baw. [ 231(1 15)" (=)
1,15

woraus wegen ( > >1 unsere Behauptung folgt.

1,149

Satz. Die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung vorausgesetzt,
gilt fiir die Klassenzahl in imaginiren Kérpern, von linearen und quadra-
tischen Diskriminanten abgesehen:

1. Fiir alle »p und n gibt es nur endlich viele Korper vorgegebener
Klassenzahl. Insbesondere kann es nur fiir p = 3 Korper mit der Klassen-
zahl 1 geben. (Wahrscheinlich nur einen.)

2. Fiir alle p und n gibt es nur endlich viele Kérper, bei denen
die Anzahl der Klassen im einzelnen Geschlecht einen vorgeschriebener
Wert hat. Insbesondere gibt es nur endlich viele Kérper mit einklassigen
Geschlechtern, und zwar nur fiir die Primzahlen p =3, p=5 und p= 7.
Beispiele sind: K (Vi*—1), K (Vi*1), K(Vi*—1).

§ 25.
Die reellen Charaktere.

Hilfssatz. Ist P eine Primfunktion und % ein beliebig vorgegebener
Exponent, so existiert stets eine primitive Kongruenzwurzel G (mod P)
im Sinne Dedekinds, fiir welche

@¢'% 7'=1(mod P*).
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Beweis. Der Satz ist fiir » =1 nach Dedekind richtig. Er sei
bis zum Exponenten # bewiesen. Dann gibt es also eine primitive

Kongroenzwurzel ¢, fiir welche
¢'F' =1+ HP")
ist. Dasselbe leistet dann jedes

G-+ XP"
Es ist nun:

(G- XPYF =@ (P|—~1)XP" T (mod P"7Y)
= G!Pf—l___ XPnngi—Q(modanl>
=1~ (H—X-¢'77%) P"(mod P"*).
Bestimmen wir pun X aus der Kongruenz
X-¢'*'* _ H(modP),
<o gilt fiir die primitive Kongruenzwurzel G - X P":
(G-~ X P™ P17 =1 (mod P"*).
Nun sei K irgendeine primére Funktion und K = P™Py*... P/"
ihre Zerlegung in Primfunktionen. Wir setzen
M=PPF..P,.
Wenn nun @ (K) die Anzahl der primen Restklassen modulo K be-
deutet, ist nach Dedekind
DK)—'P, " P BB —1)(1B —1)... (Pl 1)
=p'@ (M),
wo p! eine gewisse Potenz von p, @ (M) dagegen, da M nur einfache
Primfaktoren enthalt, zu p prim ist.
Wir betrachten nun die Gruppe & der primen Restklassen modulo K
vom Grade p'® (M).
Es seien @,,@,, ..., G, primitive Kongruenzwurzeln modulo bzw.
P, P, ..., P, fir welche
G, 7 =1 (mod P).

Sind dann a,, a,, ..., a, irgendwelche Zahlen (nicht im Sinne modulo p),
so ist das System der Kongruenzen

{ X = G{* (mod P™)
1 X = G5* (mod P5*)

........

| X = @ (mod Bf)



240 E. Artin,

stets 16sbar, und zwar liegen ersichtlich alle Losungen in einer und nur einer
Restklasse § modulo K, Ferner indert sich, wegen G'™!~'==1 (mod P,
8 nicht, wenn die Zahlen a, um Vielfache von | P,| — 1 vermehrt werden.
Ebenso folgt aus G = G.” (mod P,”), da ja G, primitive Kongruenz-
wurzel ist, daB sich @, und b, nur um ein Vielfaches von ! P,' — 1 unter-
scheiden.

Lassen wir also die Zahlen @, das System der Werte 0 < a, < P,|— 2

durchlaufen, so erhalten wir lauter verschiedene Restklassen 8 in der Anzahl
(IB|=1)... (B, |—1)=®().

Diese Restklassen bilden nun ersichtlich eine Gruppe &, vom Grade @ (M),

welche Untergruppe von & ist.

Nennen wir nun 8, jene Restklasse von &,, deren Reprisentant X
den Kongruenzen (1) geniigt, wo @, = 0 fiir x == », dagegen @, =1 fiir
u=7v ist, so bilden die Restklassen §,,8,,..., 8., wie man leicht er-
kennt, eine Basis von ®&,. Wir erhalten dann alle Restklassen von @,
in der Form

S§=818">...8/, wo 0ZLa <P, —2.

Da nun der Grad von & den Wert p!@ (M) hat, und @ (M) (das
ist der Grad von ®&,) prim ist zu p?, laBt sich nach bekannten Sitzen
& darstellen als direktes Produkt:

6=6,6,,

wo &, eine weitere Untergruppe von & ist, und zwar den Grad p’ hat.
Jede Restklagse § aus &, d.h. jede prime Restklasse modulo K
188t sich also darstellen in der Form

(2) : S—858%.. . 8%.T,

wo T eine Restklasse aus ©, ist.
Jeder Charakter von @& hat also die Form

2(8) =1 (8 8% ... 877) - ya( T).

Dabei ist g, ein Charakter der Untergruppe ®,, g, ein solcher von &,.
Nun hat &, den ungeraden Grad p?, also ist der Hauptcharakter von §,
ihr einziger reeller Charakter.

Soll also z ein reeller Charakter von & sein, so muB8 y, der Haupt-

charakter von ®&,, z, aber ein reeller Charakter von &, sein. Fir reelle
Charaktere ist also

(3) 28 =EFEN*(ED%(xD* ... (1),

wo also, wenn y ein fester Charakter ist, jeder Primfunktion P, ein be-
stimmtes Vorzeichen =1 zugeordnet ist.
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Sei nun @ das Produkt jener P,, denen in (3) ein negatives Zeichen,
R das Produkt jener P,, denen ein positives Zeichen zukommt. Ferner
sei A ein Reprisentant von §, B ein Reprasentant der Klasse 7' in (2).
Dann ist

(3a) A4 —=G,” B(mod P,*).

Nun ist 7' eine Restklasse aus @&, vom Grade p’, also T _1,
wenn p* der Exponent von 7 ist, der ja in p! aufgehen muB. Also ist
B*’=1(mod K)

(4) und um so mehr
{ B* =1 (mod P,).

Wir betrachten nun den Exponenten von B modulo P, (also nur
erste Potenz!). Einerseits mufl er im Grade der Gruppe der primen Rest-
klassen mod P,, also in (| P,| —1) aufgehen, andererseits aber nach (4)
in dem dazu primen ps. Dieser Exponent mufl also 1 sein. Demnach
(5) B=1{(modP,).

Aus (3a) und (5) folgt also

4=G6" (modP,);
von nun an sel 4 -primir.

Wegen [}5— | =—1 (dies folgt unmittelbar aus der Definition der
primitiven Kongruenzwurzel) ist also

A
=0
Also folgt )
r4)= 5]

(@ Produkt aller P,, denen ein Minuszeichen entspricht).
Sei nun n der Grad von @, u der von A. Dann ist

wa)= 5] = G 1e - (G [4E)-

Setzen wir also

—1\% 2
D—(3H"Q B,
T Dy
L4l
Wenn nun 4 prim zu K = QR@ vist, ist es auch prim zu D und
umgekehrt. Fiir die reellen L-Reihen finden wir also

y 4) D 1 1

= sgn 4=1 sgn P=1 1 — %.
(4.K)=1 (4,D)=1 P.Dy=1 P

so ist nach dem Erginzungssatz y(4)=

P:-S ’
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1. z der Hauptcharakter. Dann ist @ =1, »n =0, also D=R?,
und wir haben

o L= JI =11~

{B.D)y=1

1 U 1
‘-Pwu) P 1" P_8
1 . 1
o 1 — .
I—~p—(sv1) E( ;nys)

2. yz ein vom Hauptcharakter verschiedener reeller Charakter. Wir

setzen D= D, R*, wo also D, — (%})nQ und | Q| >1 quadratfrei ist.

Dann ist D, Diskriminante eines quadratischen Korpers. Wegen M = QR
ist endlich D, prim zu R. Die in R aufgehenden verschiedenen Prim-
funktionen méogen R,, B,, ..., R, heiBen. Dann ist

Lop=Il —5— =IO gIR7)-J
1

®.p=11— ;"FJ P~F =1 (P,Dy=11—~ 2y P 7%

0= 27) Y%

=1 sgn 4=1

(AsDx)-_-l
Also
(7 L(S,Z}zﬂ(lw {%‘ R, ~:>(1—p—<s—1>).zpl(s).
»=1 - .
§ 26.
Die Anzahl der Primfunktionen gegebenen Grades in arithmetischen
Progressionen.

Satz. Sei y irgendein Charakter mod K. Dann besitzt L(s, y) auf
der Geraden R(s)=1 keine Nullstelle.

Beweis. 1. yz sei ein reeller Charakter. In (6) und (7) haben die
Faktoren der Form (1 |P|™*) nur Nullstellen auf R (s)=0. (6) hat
keine Nullstelle. In (7) kiirzen sich die Nullstellen des mittleren Faktors
gegen die Pole von Z(s). Ferner hat auch Zp, (s) keine Nullstelle auf
R(s)=1. Also hat L(s, z) keine Nullstelle auf R (s)=1.

2. x sei ein komplexer Charakter. Wir wenden das Beweisverfahren
ans Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen,
3. 460, an.

Es ist

2P

‘ D WS
L{s, Z}: L{s):e,lnngs)‘= e%PmiP s
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wo der Akzent am Summenzeichen bedeutet, daB &ber -die za K primen
Primfunktionen P zu summieren ist.
Setzt man mit Landau y(P™)= ei*®™ g0 ergibt sich wie dort,
wenn 8= o4t gesetzt ist (wo matiirlich o >1),
# 08 (w(P™) — mitlog| Pi)

L(s,z)|=em?  ™PI"

Aus der Ungleichung cosgp > — 2 — 1 cos2¢ findet man
24 g =% L4
3 1 1 g cos2(w(P™)~2milog|Py)
L(s), 2e ‘mpm?™ S5z mir

2 Pama~ZM_> _IZ-“—“*'*—-wlog(l.__ (u—l))’

Py

e mPT jpim 2(1_, p- <a-x))
und wie bei Landau
(7 (P™)2

e 2’ “pm | pm(6+2¢D)

izrcos(zwA(Pm)-—Zmzlog{P ; ‘
4 m|P{™e ]
(1, e ™F VPt == |

Nun ist (;5(A))2 auch ein Charakter modulo K, und zwar sicher nicht
der Hauptcharakter, da sonst x(A) reell wire, entgegen der Voraussetzung.

Im Exponenten rechts in (1) steht also auch der Logarithmus einer
L-Reihe, wir nennen sie L, (s). Sie ist sicher nicht die des Haupt-
charakters. Hs wird

vb'»-

’ 3 1
> o m—{o—1) 1 R o ————
{L(s) 2(1—p ) (Ly (o +2tiy) s
Also st
( \ l_p—-(a—l) s 1
! -—>——= . 6—1 )

(6 —1) L (6 +2ti))0s
Der in der Einleitung (I, § 1) genannten Arbeit von Kornblum ent-
nehmen wir nun, daf L(s) tberall reguldr ist, falls y nicht der Haupt-
charakter ist. Also hat L, (s) nirgends einen Pol.
Wir machen nun den Grenziibergang ¢ — 1. Wegen
Iim 1=pm? =logp =0

o=1 o—1

strebt die rechte Seite iiber alle Grenzen und somit aunch die linke.
L(s) kann also in 1 - ¢ keine Nullstelle haben.

Nun ist wieder L(s, y) periodisch mit der Periode —20-;5; . Da die
Gerade R (s)=1 und ersichtlich auch die Halbebene R (s)=>1 frei von
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Nullstellen sind, schlieBen wir wieder, daB die obere Grenze § der reellen
Teile der Nullstellen aller zum Modul K gehérigen L-Reihen kleiner
als 1 ist:

(2) 6<1.

Nun gilt aber fiir Nichthauptcharaktere (nach Kornblum, 8. 102,

wenn m der Grad ven K ist,
m-—1

L(s, x)*Z Z(A) ZW(;’ 2(4)).

A< K} jdi=p"

wo natiirlich 4 primér und prim zu D ist. Setzen wir

Gu(x)—yx(fi) und  pf=z,

[4]=p"
so wird fiir die Nullstellen von L(s,y) die Gleichung gefunden
2L (g)em . .t ou,(1)=0.

Thre Wurzeln seien £, (%), Ba(%), ---» Pm-1(%). Dann ist wieder
m—1
Lis, )= (1~ () p*).

Fur den Hauptcharakter aber folgt aus dem vorigen Paragraphen

L(s, 1) = -_(H) ]I<1 By (o) 2™

wo n eine gewisse ganze Zahl ist.

Wir numerieren nun die Charaktere: yz,, 7,, ..
Hauptcharakter. Dann ist

o Xpmy—1- %o Sel der

=B () =B () — =B () ...
(3) log L(s, z) = - 2 — n-1 fir y = 2o,

y=1

(4) log L(s, 7,1 = ypmﬁﬁ(z"%;}f“ﬁn(xo),
»=1
und allgemein

"2 (P™)
(5) log L(s, z) :%;";}7,;; .

Sei nun L Reprasentant irgendeiner zu K primen Restklasse. Wir
bestimmen L, aus der Kongruenz

LL,=1 (mod K)
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und bilden

»E-1 ‘p@},‘wll’ ")
(6) Zzﬂ(Ll}logL(s, Au) = Z W;;,;i:
Da nun
PEL {di(K), wenn F=1 (mod K),
u_ZOZ"(F)w 0 , wenn F==1 (mod K),
ergibt sich
P(E)—1
(M XadI)logLis, ) = 9(K) 2 5 = Kale).
Pm“L
{mod K)

Nennen wir nun zz(z,n) die Anzahl der Primfunktionen P, fiir
welche |P"{ =2z und P"= L (mod K) ist, so wird

mz—n( d)
(8) Ki(8)=®(K)- Zmﬁ-—_‘“ i

=1

Andererseits ist nach (3) und (4)

NP =218
(9) KL(M*—*”:1 Trpre 2

wo Xy pB” eine Summe iiber Charaktere und die »-ten Potenzen der
Waurzeln ist. Wegen (2) ist

VEES
und, da es nur endlich viele § und y gibt,
(10) Sy =0(p"%), wo H<1.

Aus (8) und (9) folgt aber
(11) ®(K) D ap(pr,d)=p" — D1 f =p"+ 0(p®).
alr
Nun ist =(p*, d) hochstens gleich der Anzahl der Primfunktionen

vom Grade %, also

Somit 1st

>, d)<2p“~z>“~2p“<p"—‘-s’p3=0(p ).
alr

az2
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Somit gilt, wenn wir d =1 abspalten und zz(%,1) = nz(x) setzen,
so dab also 7y (z) gleich der Anzahl der Primfunktionen P mit |P|=12
und P = L (mod K) ist,

By (pr) =2 +0(2 o).
Setzen wir nun also. und dies kénnen wir tun, 6 > 3 voraus, so gilt
+O<pﬁv)

Also, wenn wieder # nur Werte p” annimmt,

”L(py) ¥ gs(K)

_Jogp = [ z9 0 l<h<1.
(12) () = 3% ogs + Olioga) "0 1S

Es gibt also von einem gewissen Grade an Primfunktionen jeden
Grades in der arithmetischen Progression, und die Primfunktionen gegebenen
Grades (primir) verteilen sich asymptotisch gleichmiBig auf die verschie-
denen Progressionen gleichen Moduls. Dies ist eine wesentliche Verscharfung
der von Kornblum und Landau gewonnenen Resultate.

(Eingegangen am 14. Oktober 1921.)



